Lo. 了 


HE 次 
序言 
第 一 篇 。 常 微分 方程 发 展 的 历史 概论 
第 一 章 。 实 域 解析 理论 


51L ERITREA B e 1 
$2. 微 积 分 发 明 前 的 情况 pp 2 
S3. 常 微分 方程 的 创立 及 实 域 解析 理论 的 发 展 …… 4 
第 二 章 ” 复 域 解析 理论 
$1. 严格 理论 基础 的 商定 ……………… es .. 10 
$2. 一 次 奇 点 及 高 阶 项 的 影响 .…………: ee 11 
83. 一 阶 方程 的 大 范围 性 质 -……………… ERE : 14 
$4 Á SF Až Do - 16 
S5. 复 域 中 的 显 易 解 结构 pp 19 


第 三 章 “ 实 域 定性 理论 


§1. 庞 加 莱 的 思想 ………… 和 26 
ES ÓN 29 
§ 3。 极限 环 -es 32 
$4. 一 般 二 维 有 向 闭 曲 面 上 的 微分 方程 ee ... 38 
$ 5 A, 40 


EZRA 复 域 定性 理论 中 的 奇 点 理论 


F-E -XHA 
§ 1. 分 类 ee es © 43 


o W T Y So a es 


简单 的 小 结 rr raro ros oe 


奇 点 的 全 局 分 布 ……………………. Fernaneronaninonanos .. 
NAME: A ee 


第 三 篇 “ 复 域 定性 理论 中 奇 点 
与 全 局 联系 的 理论 


St. PRERE es we. 06 
82. 实 焦点 与 实 极限 环 不 联通 定理 …………… 110 
-$3. 实 通 点 附近 的 联通 定理 本 111 
第 三 章 ” 高 阶 焦 点 与 第 环 定理 
$1. 实 域 中 的 处 理 ro a 115 
$2. dl A 117 
第 四 篇 ”项 尔 伯 特 第 16 问 题 
第 一 章 问题 、 方 法 与 结果 之 一 例 
$1. 问题 …… ns 123 
§ 2， 方 污 于 i 125 
83. 结果 一 例 和 (2) 一 4 并 具 (13) 结构 ………… 128 
第 二 章 ”具有 三 阶 细 焦 点 的 二 次 系统 
$1. 问题 的 简化 …… ee 130 
92, 让 心 类 型 的 强 有 根性 ,on 132 
$ 3. (ar, 1) 参 数 平面 上 的 变性 线 ev 138 
| $ 4. TI 区 的 研究 .pe 144 
$5. 其 他 区 的 研究 .pp 155 
$6， 通 解 的 解析 表达 形式 158 
第 三 章 ”二 次 系统 的 一 般 情 形 
$ 1. 二 次 系统 的 极限 环 数 不 超过 四 个 …………… 164 
$2, 有 四 个 极限 环 的 二 次 系统 必 为 (1,3) 结构 …… 166 
$3. 可 能 性 的 实现 ppp 177 


联系 理论 


附录 一 (加,) 全 参数 的 焦点 量 公 式 及 DEPS 计算 结果 
so RAM 刘 尊 全 AMA 179 
附录 二 DELCPS 计算 结果 ……… vv 秦 进 水 184 
附录 三 ”四 维 空间 中 的 二 维 曲面 的 计算 机 处 理 法 
ee es a 秦 朝 试 190 
参考 文献 197 


第 一 篇 
常 微分 方程 发 展 的 历史 概论 


第 一 章 ” 实 域 解析 理论 


$1. 常 微分 方程 的 产生 及 发 展 阶段 

常 微分 方程 是 数学 中 一 个 古老 的 分 支 ， 也 是 一 个 仍然 充满 活 
力 的 数学 分 支 。 

常 微分 方程 产生 于 三 百 多 年 前 .当时 微 积分 还 未 发 明 ,但 是 ， 
由 于 历 算 、 航 海 和 力学 等 的 需要 ， 人 们 从 实质 上 说 已 经 在 建立 和 
求解 常 微分 方程 了 。 最 早 的 例子 是 计算 对 数 表 。 ` 

在 微 积分 发 明 以 后 ， 牛 顿 (Newin 1642-1727) 力 学 第 二 定 
律 的 数学 表达 形式 便 是 常 微分 方程 ， 在 此 基础 上 天 体力 学 的 数学 
表达 形式 便 是 常 微分 方程 ， 并 且 是 在 实数 域 中 的 方程 ， 在 十 七 世 
纪 末 和 十 八 世 纪 ， 主 要 的 问题 是 求 用 初等 解析 函数 表示 的 通 解 ， 
这 是 常 微分 方程 发 展 的 第 一 阶段 ， 即 实 域 解 析 理论 的 阶段 。 

作为 数学 中 的 一 个 分 支 ， 常 微分 方程 的 发 展 也 必然 受到 数学 
内 部 其 他 分 支 发 展 的 影响 。 十 九 世 纪 初 ， 严 格 的 极限 概念 、 收 敛 
概念 在 分 析 中 建立 起 来 ， 复 变 函 数 的 研究 得 到 大 发 展 ， 其 代表 人 
物 之 一 为 柯 西 (Cauchy 1789-1857), 柯 西 将 常 微 分 方程 求解 的 


e 1 +. 
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格 论证 了 解析 的 常 微分 方程 的 解析 解 的 存在 性 ， 这 样 ， 柯 西 便 开 
创 了 常 微 分 方程 发 展 的 第 二 个 阶段 ， 即 复 域 解析 理论 的 阶段 。 在 
问题 的 提 法 上 ， 也 有 变化 ， 由 求 通 解 转 到 求 定 解 ， 即 求 已 知 初 什 
的 解 。 

类 似 于 代数 方程 的 发 展 ， 常 微分 方程 的 发 展 也 经 过 曲折 的 道 
路 。 五 次 以 上 代数 方程 一 般 没 有 根 式 解 ， 黎 卡 提 型 的 常 微分 方程 
一 般 也 没有 初等 解 。 在 不 求解 的 条 件 下 ， 斯 图 并 (Sturm) 给 出 了 
实 根 个 数 的 判定 法 ， 这 就 引起 庞 加 莱 (Poincaré 1854-1912) 的 创 
造 性 工作 。 庇 加 莱 将 微分 方程 的 研究 由 复 域 又 转 回 实 域 ， 由 解析 : 
表达 式 转 为 曲线 ， 由 定 解 转 到 曲线 族 ， 在 不 求解 的 情况 下 ， 由 曲 
线 族 的 定性 行为 得 到 原来 的 方程 解 的 性 质 。 这 样 就 开创 了 常 微分 
方程 发 展 史 上 的 第 三 个 阶段 一 一 实 域 定 性 理论 。 

-以 下 先 叙述 实 域 解析 理论 的 历史 发 展 。 


$2. 微 积分 发 明 前 的 情况 | 

远 在 微 积分 发 明 以 前 ， 人 类 由 于 生产 实践 的 需要 ， 已 经 用 了 
微分 方程 的 实质 去 解决 实际 问题 ， 虽 然 当 时 连 微 积分 的 符号 也 还 
没有 。 | 

由 于 航海 及 天 文 计 算 的 需要 ， 对 数 表 的 计算 提 上 了 日 程 ， 为 
了 要 对 连续 变化 的 数值 给 出 它 的 对 数 的 定义 ， 苏 格 兰 数 学 家 的 
输 . 纳 皮 尔 (John Napier 1550-1617) 给 出 了 下 面 的 定义 ， 

取 相 交 于 OO 点 的 两 轴 OX 及 OF， 每 轴 上 分 别 取 一 个 运动 的 
EMEN (如 图 1)， 六 由 O 出 发 沿 OF 以 等 速率 v Zz, MH 
OX 上 一 点 4 出 发 ， 以 变速 率 4 向 0 运动 ，% 之 变化 规律 为 ， 当 
也 在 和 4 点 时 w=v， 其 后 与 OM 之 长 成 比例 减少 。 为 了 对 数 表 
的 精度 ， 纳 皮尔 取 CO4=107。 这 样 , ON 和 OM 便 有 对 数 关系 ; 
用 现代 的 记号 ， 取 ONM=x，ON =y, WARSHA 


。 2. 


— L 
dí 107? 
及 初 值 1=0,2=107,y= 0. o 
由 此 解 得 关系 N | 
7 
y=10 m+, 


这 里 取 OA=100 是 因 关 计 p E 
算 八 位 对 数 表 之 故 。 | m | 
伽利略 (Galileo 1564- °? M A X 
1642) WEFTA BELJ RS A E 
落体 运动 时 实际 上 就 等 于 在 

解 微分 方程 - 


这 时 虽然 还 ARAU }， 但 是 由 直角 三 角形 面积 的 计算 ， 他 
已 得 到 解 

las 

NAS | 

Hi JL (Vescarios 1596-1650) 解 决 了 几何 光学 中 的 “切线 的 
反问 题 ”。 光 线 由 一 定点 出 发 ， 经 过 镜面 反射 ， 反 射 规律 是 入 身 
角 等 于 反射 角 ; 已 知 镜面 ， 求 出 切线 ， 即 可 求 出 反射 线 ， 这 便 是 
切线 问题 ， 其 实质 是 求 微 商 。 现 在 ， 镜 面 未 知 ， 要 求 从 一 定点 出 
发 的 光线 经 过 镜面 反射 ， 集 中 到 另 一 定点 ， 要 求 镜面 的 形式 ， 这 
便 是 “切线 的 反问 题 ” 之 一 ， 其 实质 是 解 微分 方程 ， 设 两 定点 在 
(x%，Yy) 平 面 上 的 座 标 为 (1，0) 及 ( 一 1，0)， 则 方程 为 


(的 E ao 


其 解 为 以 (1,0) 及 (一 1， O) eE RIU 前 者 产生 
e 3 +. 


实 象 ， 后 者 得 到 虚 象 ; 将 这 个 二 次 曲线 绕 z 轴 旋转 ， 即 得 到 糖 球 
面 或 双 曲 面 。 当 然 ， 征 卡尔 不 是 用 解 微分 方程 的 办 法 来 得 到 结果 
的 ， 因 为 当时 还 没有 微 积分 ， 他 是 从 微小 量 之 问 的 相关 性 质 来 得 
出 这 一 结果 的 。 

以 上 的 例子 只 是 用 来 说 明生 产 实践 与 科学 实践 为 微分 方程 提 
供 了 无 限 丰 富 的 研究 泉源 ,甚至 在 微 积分 发 明之 前 ,人 类 的 科学 实 
践 中 便 已 经 不 断 遇 到 微分 方程 及 其 求解 的 问题 ， 同 时 也 说 明了 任 
何 重大 发 展 实 际 上 是 在 历史 所 积累 的 大 量 工 作 的 基础 上 发 展 起 来 
的 。 诚 然 ， 由 于 人 类 的 创造 性 劳动 使 得 这 些 大量 积 票 发生 质变 ， 
这 样 ， 历 史 就 自然 进入 常 微 分 方程 的 发 生 及 其 发 展 的 阶段 。 


83. 常 微 分 方程 的 创立 及 实 域 解析 理论 的 发 展 


天 文学 和 力学 的 需要 ， 以 及 数学 中 “微小 量 ” 概 念 的 出 现 失 
动 了 牛顿 及 莱 布 尼 兹 (Leibsiz 1646-1716) 发 明了 微 积 分 ， 同 时 
也 产生 了 微分 方程 ， 最 初 是 常 微分 方程 。 牛顿 的 “ 流 数 术 ”发 明 
于 1665 年 。1676 年 牛顿 用 无 限 级 数 解 了 一 个 微分 方程 ， 但 他 的 
这 些 工作 到 1693 年 才 发 表 . 莱 布 尼 兹 的 工作 中 第 一 次 出 现 微分 方 
程 也 是 在 1676 年 ， 而 他 的 微 积 分 计算 则 是 1684 年 发 表 的 。 现 在 
我 们 通用 的 微 积分 记号 ， 来 源 于 莱 布 尼 兹 。 - 
”牛顿 力学 的 第 二 定律 为 : 动量 随时 间 的 变化 率 等 于 力 ， 其 数 
学 表示 形式 为 


alar) Ë > 


这 便 是 常 微分 方程 。 要 求 出 运动 轨迹 则 要 求解 这 个 方程 。 

当时 ， 在 牛顿 之 前 ， 万 有 引力 的 具体 表示 关系 是 不 清楚 的 ， 
要 研究 行星 在 引力 作用 下 的 运动 ， 不 知道 F, mE 立 不 起 微分 方 
程 ，。 更 谈 不 上 求解 这 一 微分 方程 了 。 

但 是 ， 在 将 兆 的 观测 材料 的 基础 上 ， ER (Kepler 1571- 
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1630) 已 经 总 结 出 了 经 验 性 的 行星 运动 三 定律 ， 即 : 

每 个 行星 的 轨道 是 一 条 以 太阳 为 一 焦点 的 椭圆 ， 每 个 行星 与 
太阳 的 联 线 新 扫 过 的 面积 的 速度 是 一 个 常数 ， 任 何 行星 的 周期 的 
平方 除 以 此 行星 的 椭圆 轨道 的 半 长 轴 的 三 次 方 是 一 个 常量 。 

也 就 是 说 ， 在 万 有 引力 F 还 不 清楚 的 条 件 下 ,这 个 微分 方程 
的 解 一 一 一 系列 的 椭圆 ， 以 及 它 的 许多 性 质 都 已 经 知道 了 。 利 用 
已 知 解 来 决定 方程 ,牛顿 导出 了 万 有 引力 F 是 与 距离 的 平方 成 反 
比 ， 与 质量 之 乘积 成 正比 。 这 样 ， 便 可 将 问题 全 部 反 转 过 来 ， 从 
引力 的 平方 反比 性 质 出 发 ， 列 出 方程 

a (m IR __GmM Ř 

di\ di IR [RI 
其 中 G 为 万 有 引力 常数 ，WH 为 太阳 质量 ，”m 为 行星 质量 ， 太 阳 位 
置 取 作 座 标 原点 时 ， 二 为 行星 的 位 置 。 | 

刻 普 勒 行星 运动 三 定律 便 可 直接 由 这 个 微分 方程 推导 出 来 ， 
从 经 验 规 律 上 升 到 理论 结果 。 先 有 经 验 的 解 ， 后 有 理论 的 方程 ， 
再 有 理论 的 解 ， 这 就 是 牛顿 万 有 引力 规律 发 现 的 实际 过 程 。 重 温 
这 种 历史 发 展 的 事实 ， 可 以 极 大 地 增强 从 实际 工作 提升 理论 成 果 
的 人们 的 信心 ， 这 些 实际 问题 都 表现 为 实 域 中 的 变量 ， 要 求 得 到 
“初等 解 ”， 也 即 是 ， 从 方程 式 的 系数 或 系数 函数 ， 经 过 有 限 次 初 
等 运算 ( 包括 加 、 减 、 乘 、 除 、 乘 方 、 开 方 、 对 数 、 指 数 、 微 分 
和 积分 ) 来 求 得 方程 的 解 ， 这 便 是 实 域 的 解析 理论 的 中 心 问题 。 

对 于 实 域 中 的 常 微分 方程 求 出 通 解 的 明显 表达 公式 ， 成 为 十 
七 世纪 末 及 十 八 世 纪 常 微分 方程 研究 的 中 心 工作 ， 在 这 方面 有 一 
系列 的 重大 进展 。 

莱 布 尼 兹 以 及 伯 努 利 〈Bernoulli) 家 族 的 数学 力学 家 们 开始 
系统 地 分 类 研究 微分 方程 的 求解 方法 。 

最 初 菜 布 尼 兹 和 雅 可 布 . 143%] (Jacob +» Bernoulli 1654- 
1705) 225%) - AZF] (Johana Bernoulli 1667-1748) 兄弟 研究 


. 5 e 


了 “分 亢 变 量 法 ， 接 着 将 这 一 方法 利用 变换 9 一 we。 成 功 地 用 于 
齐 次 方程 


dU y (22, e 
即 可 将 4 和 分 离 变量 。 进 一 步 ， 利 用 变换 y= 二 wv; 将 线性 方程 


dy p(y =a 


化 为 可 分 离 变量 的 类 型 ， 求 出 & ， 2 .例如 从 


idite 


取 ”使 得 


do pu=0 


PRA, RA 
| du 


p 一 -一 


dx 

中 分 离 变量 求 出 w(z)。 | 

ERE ABE, MAA EA E 现在 通称 的 
” 伯 努 利 方程 | | | 
| | EOI MY 
化 为 线性 方程 

+ (1) p(2)u=(1—=1m)g(0) 

求解 。 o 
” 伯 努 利家 族 的 一 员 丹 尼 和 尔 . 伯 努 利 (Daniel Bernoulli 17 00- 
1782) 对 于 ” 是 整数 时 ,用 初等 方法 求 出 了 下 面 的 特殊 形式 的 黎 卡 _ 
E (Riccati 1701-1775) 方 程 


dY 2 CED 
de Y L+- g? 


的 积分 。 
. 6 。 


这 个 方程 有 两 个 特 解 
_v+l d d” e? 
Yy=Y (= ly 5) 
及 


A E (SS)). 
而 当 黎 卡 提 方 程 
5 一 4(z)92? 十 吾 (z)9g 十 CCz) ， 
忆 知 一 个 特 解 %j (5) 时 ， 则 可 用 (IC, 将 它 化 为 
AR 
一 步 阿 贝 耳 (Abel 1802-1829) 研 究 了 形 如 
H A+ BY + Oy+ D(z) 


z( 


及 | | 
dy A(2)y*+B(2)y+0(0) 
dx y+ D(z) 


的 若干 特殊 类 型 ， 现 在 通称 阿 贝 耳 第 一 类 和 第 一 -类 方程 。 但 是 
CARTE, BRAM, BFEARN. HA» ARORA 
REEL (Jacobi 1804-1851) fF 

cy _ ylay+br+ce)—dy—~—ez— f 


do x(ey+brt+ce)—gy—hi— | 
#HHa,b, Cde, f, gh, ARA, AR “特征 方程 


d= u e f 
g h-m k |=0 
多 b C— e 


的 三 根 Wis Pozo Has 互 不 相等 ， 则 通 解 形式 可 写成 下 形 
(a, Yt aE op) HTHS) (YE 00H 09) FST 41) 


¿(% y + aT t ag) FT) 一 const 。 


但 是 ， 这 样 的 成 时 使 人 产生 了 它 是 艺术 品 之 感 。 大 量 的 这 类 材料 
集中 在 卡 姆 克 的 著名 的 < 常 微分 方程 手册 > 当中， 看 了 使 人 眼花 
六 乱 ， 但 是 实质 性 的 发 展 已 经 很 少 ， 这 点 我 们 以 后 将 再 回 到 其 原 
因 及 统一 规律 上 。 

下 面 转 到 线性 的 高 次 微分 方程 方面 ， 约 翰 . 伯 努 利 及 其 后 的 
” 殉 拉 (Baler 1707-1783) 求 解 了 现在 通称 的 欧 拉 方程 


[i n=] 


欧 拉 用 的 办 法 是 用 X=.'， 将 它 化 为 常 系数 线性 方程 
+ K -+0,=0, 
Hi y R WAA URADE AERAR. 

殉 拉 的 重大 贡献 ， 在 于 他 第 一 个 考虑 到 一 般 的 常 微分 方程 的 
解 的 存在 性 ， 他 提出 了 现在 通称 的 欧 拉 折 线 法 。 这 个 方法 不 仅 提 
供 了 常 微分 方程 解 存在 性 证 法 的 一 条 道路 ， 而 且 对 现代 电子 计算 
机 上 的 数值 求解 也 是 非常 基本 的 一 条 途径 。 当 然 ， 在 当时 他 的 证 
明 还 没有 达到 现代 分 析 所 要求 的 站 格 性 ， 这 还 得 待 一 个 世纪 后 才 
产生 这 样 的 概念 和 和 证明。 

达 朗 贝尔 (D'Alembert 1717-1783) 得 到 非 齐 次 线性 方程 的 通 | 
解 可 由 齐 次 线性 方程 的 通 解 及 非 齐 次 线性 方程 的 任 一 特 解 之 和 组 
成 这 一 基本 定理 . 拉 格 朗 日 (Lagrange 1736-1813) 由 齐 次 线性 
方程 组 的 通 解 经 过 常数 变易 法 可 用 积分 求 出 非 齐 次 线性 方程 的 特 
解 ， 由 此 解决 了 非 齐 次 线性 方程 的 一 般 求解 问题 。 

欧 拉 发 现 了 积分 因子 的 概念 ， 而 方程 

M(x, yjdr+ N(x, y)dy=0 
是 全 微分 方程 的 充 要 条 件 


ƏM _ ƏN 
Y Oz 


由 克 勒 罗 (Clairaut 1713-1765) 所 获得 。. 
. 8 s | 


我 们 在 此 不 能 再 一 一 列举 这 些 成 就 ， 而 只 想 指出 ， 到 18 世 
纪 末 期 ， 常 微分 方程 已 经 发 展 成 为 一 个 重要 的 数学 分 支 ， 并 已 成 
为 工程 技术 、 物 理 、 力 学 和 天 文 等 学 科 的 基本 工具 之 一 。 

下 面 的 叙述 将 转 到 常 微分 方程 发 展 的 第 二 阶段 ， 即 复 域 解析 
.理论 阶段 ， 


FE ” 复 域 解析 理论 


$1. 严格 理论 基础 的 药 定 


十 九 世 纪 初 期 由 于 工业 生产 日 益 精 密 的 要 求 ， 以 及 由 于 数学 
各 分 支 在 应 用 方面 的 大 力 发 展 ， 需 要 从 理论 上 加 以 巩固 和 严格 
化 ， 整 个 数学 学 科 向 前 大 跃进 了 一 步 ， 现 代 分 析 的 概念 ， 复 数 域 
的 理论 等 相继 建立 起 来 ， 这 方面 的 主导 人 物 有 柯 西 、 高 斯 (Gauss 
1777-1855), %2(Riemann 1826-1866) A, 

柯 西 开 创 了 复 域 的 解析 理论 这 一 新 的 分 支 ， 论 证 是 在 复 域 中 
进行 的 。 设 给 定 复 域 微分 方程 | 
jw, D= Bono” 
PRBE Sr w| <e 中 收敛 ,要 研究 切 值 为 2=0 时 也 一 0 
的 解析 解 


w = D) bnz” 


的 存在 性 。 问 题 由 实 域 中 的 通 解 转 到 复 域 中 的 定 解 ， 因 此 这 类 定 
解 问 题 又 通称 柯 西 问 题 ， 沼 微分 方程 中 又 称 初 值 问 题 。 解 法 如 
F: 4 
首先 将 解 代 入 方程 ， 形 式 地 由 Cin 决定 bn， 其 次 再 求证 解 级 
数 的 收敛 性 。 | 
A E AAA 
|f(w, z)| <M, 


则 可 导出 柯 西 等 式 
Di [dinl ri si” = 


由 此 导出 估 值 


(2m )?jo 


;| | fre? ,pie™) [dodi . 


M 
Dim | Ez. 
| im | S rip? , 


进一步 作 一 对 比方 程 ， 又 称 长 方程 
dw | _ M _ Tl zt. m 
ET OOTTE 
不 难 求 出 这 个 长 方程 在 2=0 h w =0 的 解 为 
up Jl -Vit In(1— 世上 一 D Bn? 


m>] 


在 [2[<r=r, (1 O Tp IAEA 
dm Mimo Jön! <Ba . 
A w= D bn" 也 在 |z|<rs higo 定 解 

问题 得 到 严格 的 解决 。 

在 正常 点 附近 的 情形 ， 便 这 样 确定 下 来 。 

进一步 需要 研究 奇 点 附近 的 情况 ， 这 里 指 的 是 方程 本 身 的 奇 
点 ， 以 别 于 解 作为 复 变 函 数 时 的 奇 点 ， | 


$2. 一 次 奇 点 及 高 阶 项 的 影响 
首先 研究 一 次 齐 次 方程 组 


在 w 二 z 二 0 点 附近 的 分 类 。 


定义 aa Pz 
y SA td | 
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之 两 根 和 ，Xs。， 则 经 过 非 奇异 的 线性 变换 ， 可 将 上 方程 组 化 为 
A oni TM Ads 
而 当 A 一 和 时 ， 除 上 形式 外 ， 还 可 以 有 一 种 特别 形式 
-E =M -=m é, 
六 者 的 通 可 人 
如 0 一 Congf 或 En*=00nst, 4 一 一 对 ; 
后 者 的 通 积分 为 
| n=é(mE+ C). | 
Ais AARRE, HM AMi A OT 


不 同 奇 点 的 分 类 数 。 而 当 M =M 则 分 两 类 ， 即 En”! =const 和 
9 一 上 (InE+ 0) 两 类 。 
一 步 ， 当 方程 还 有 非 线性 项 时 


ar =aw +P2+ 2, Pim WZ” $ 


r =y w +02 + La, Qim W igm 


如 果 一 次 项 的 4 的 值 有 Im(4) 关 0， 则 经 过 非 奇 异 的 变换 《 但 不 
一 定 是 线性 的 1 ) 可 将 高 次 项 的 影响 取 去 ， 亦 即 也 可 以 得 到 
一 CODSH 


的 形式 的 通 积分 ; 因此 ， 按 4 之 值 可 加 以 分 类 。 
当 Im(4A)=0, Re(4)<0 时 ， 再 加 上 一 个 条 件 一 4 及 一 广 


都 不 是 正 整数 ， 则 可 以 得 到 上 述 同样 的 结果 。 
以 上 两 种 情形 ， 均 可 按 4 之 值 分 类 。 


当 Im(4)=0, Re(4)<0, 但 一 A 或 一 为 正 整 数 nit, Mi 
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一 般 方程 组 经 非 奇 异 的 变换 司 以 化 为 


d 
Ca =MÉ+ an", -i =T, (N=nh,). 


当 a=0 时 ， 亦 有 £n*=000ns8t; 而 当 a+0 则 有 
¿=7"(Iny+const), 
这 便 是 两 种 类 型 。 | 
| 至 于 Im(A)=0, Re(4)>0 的 情形 ， 则 不 能 只 由 4 之 值 加 
也 分 类 。 反 例如 下 : 例如 4 一 十 1。 
dw dz 


例 1 . ar = tz" , GL 
TRH 
-+ +Inz=c0nst, 
通 解 为 “wz=cCconst, 


两 种 情形 4 都 是 +1 ， 但 其 解析 性 质 全 不 相同 ， 因 此 不 能 归 入 一 
类 。 

古典 的 复 域 解析 理论 对 于 AO 的 情形 只 停留 在 反例 上 ， 而 
没有 再 深入 一 步 去 理解 这 些 不 同类 型 的 特点 以 及 进一步 区 分 它 
们 ， 这 将 留待 后 来 的 复 域 定 性 理论 去 研究 了 。 

AFA 的 情形 ， 古 典 复 域 解析 理论 得 到 下 面 的 结果 : 

存在 两 个 正则 解 ， 


w=w (z)= Y 0,2! 
j>2 


Z= Z w )= 六 Au, 
高 次 奇 所 则 很 少 被 研究 。 


TE 


$3. 一 阶 方程 的 大 范围 性 质 


前 面谈 到 的 是 奇 点 附近 的 情形 ， 但 是 从 解析 玫 数 的 符 性 来 
看 ， 函 数 在 小 范围 的 讯息 也 决定 了 函数 在 全 局 的 讯息 ， DAS 
受 开 始 ， 人 们 已 经 认识 到 通 向 大 范围 的 钥匙 在 于 对 小 范围 的 研 
Ke | 

由 于 解 是 解析 函数 ， 因 此 可 以 研究 解 的 奇 点 (而 不 是 方程 的 
奇 点 ! ). 福 赫 斯 (Ruchs) 引入 了 极 重要 的 分 类 解 的 固定 厅 点 及 
不 固定 奇 点 两 种 。 如 果 初 值 不 同 ， 解 的 奇 点 相同 ， 则 称 为 解 的 固 
定 奇 点 ; 如 果 解 的 奇 点 随 初 值 而 变 。 则 称 为 解 的 不 加 怎 音 豆 。 

例如 方程 


则 有 有 通 解 为 


v =y m2 )+ w3’ 2 2 一 >o 时 ， WW oe. 


-这 里 可 以 看 到 ， 对 任何 的 207+0,990,2=0 是 解 的 一 个 本 质 奇 点 ， 
因此 ”一 0 是 PROHRA, 另 一 方面 有 


=y mn Jl a Er) 


=V 2 Ze 一 vs TEC) L, 
“0 


plz z=2 7" 附近 为 正则 ， 但 ww 在 z= 二 2。~*" 附近 为 代数 分 
支点 ， 是 一 个 代数 奇 点 。 由 此 可 见 ， 随 着 初 值 (ao。，>o) 的 不 同 ， 
这 个 代数 奇 点 也 在 移动 ， 因 此 ， 这 是 不 固定 奇 点 ， 

这 里 有 一 个 重要 的 普遍 性 定理 : 
e Í4 > 


线性 方程 组 


3). 168 (Es) 
J> : | 一 | 2,502) : J+ po 
~ ni Ds B,0 ) 
Canl), ACA? 之 解析 函数 ) 的 解 没 有 不 固定 的 奇 点 。 


EAU (Painleve) iE W: 
A A 


则 微分 方程 己 ( G, w, 2) 二 0 的 解 函数 没有 不 固定 的 本 质 奇 点 ， 


GARRESE, PAANANEN 
潘 烈 伟 对 解 函数 引入 单 值 与 非 单 值 的 分 类 ， 证 明 下 述 结果 ， 各 果 
方程 
du È al)" 


DemaM 


de o BMD 


OREATMENERARA MATEO 卡 提 方程 。 
沿 着 这 一 方向 还 有 马 蒙 基 斯 特 (NMalmqui1 坟 ) 的 结 ER: i 设 R(w， 


、 - ao O? pe Zar 
Huw, 2 的 有 理 函 数 ， 则 方程 下- 一 R(x，z) 的 每 一 个 在 大 范 


围 单 值 的 解 ， 或 者 是 一 个 有 理 函 数 ， 或 者 方程 本 身 是 R -k 提 方 
FE. | 
AE T PERH TARA RRIF AM. AA TERE 
逐渐 转 入 微分 方程 所 定义 的 函数 研究 。 

在 具体 求解 方面 ， 主 要 是 对 线性 变 系 数 的 方程 求 多 项 RREO 
级 数 的 解 . 这 方面 包括 许多 著名 的 方程 和 函数 ,如 贝 塞 耳 (Bessel) 
Hammi, giL (Legendre) 方程 和 多 项 式 ， 马 秀 (Mathjieu) 
方程 和 孙 数 ， 超 几何 级 数 等 等 。 这些 经 常 在 物理 学 、 力 学 、 天 文 
学 等 方面 出 现 的 方程 和 解 已 有 数学 物理 方法 的 教科 书 。 
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考虑 微分 方程 


El ) =1—w 
其 通 解 为 w =sin (240), 22 的 2% 周期 函数 . 仔细 研究 便 可 以 


E NA AMIA ARA, VTA 


ARELA. WTRASE, TURRI o PH CARTE 
20, 100 13) w= HAFA RAER E BA 
黎 受 曲面 ， 不 难 验证 ， 它 拓扑 等 价 于 一 个 球面 。 在 这 个 黎 曼 曲面 


上 ，-9& 便 可 以 单 值 化 了 。 从 通 解 可 见 ， 它 是 > 的 2 周期 函数 ， 


因此， 并 不 需要 考虑 所 有 的 z ， 而 只 需 考 起 2 平面 上 的 一 个 部 分 
区 域 ， 例 如 | 


0O< Rel 2)< 27, 
则 其 他 部 分 可 用 2x 周期 性 加 以 开拓 。 这 个 区 域 可 称 为 基本 区 域 ， 
将 边 上 c=iy 之 点 与 2 一 2 十 记 之 点 重合 ， 无 限 远 处 补 上 两 点 ， 
得 到 一 个 球面 。 这 样 ， 在 mod 2 的 条 件 下 , 多 值 函数 2=sin"lw 
+6 也 可 以 单 值 化 了 。 由 此 及 z 在 上 述 定义 域 上 都 单 值 化 了 。 
在 z 平面 上 ， 也 可 用 变换 群 的 概念 ， 即 变换 ， 
| 21=24 m2m ( | 
m=0, tl, 42, HEBE, ARMAR TS WABAR,. 
现在 ， 将 这 个 基本 事实 加 以 推广 ， 首 先 考 虑 微分 方程 
(SLY A-a-a), 0<, 
Pi) FEB AP dub 


u=8n(2+C; k), 


它 是 2 UR APR 400, FAR A XT 
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BASEE, PEI PT CEA AR 
数 分 支点 =l v= ARRE RDF Amu 


w= w=- 1 与 := 一 二 相 联 ), 然 后 交错 接 上 ， 得 到 一 


个 黎 曼 曲面 。 不 难 验证 ， 它 是 一 个 环 面 。 另 一 方面 w=gn (e+e, 
5 ) 是 双 周 期 的 函数 。 其 两 周期 分 别 为 

4 aan CA 
r=4| ov TR 


及 
1, di 


22h '=2% | VU i 
亦 即 - 
sn(+4+má4K +n2iK’';, k)=sn (z; k) 
(mk n =0, +11, +2-), 
由 此 可 见 ， 在 ?平面 上 取 矩 形 
0<<Re(z)<4K ， 0 委 Jm(z )<C2R 7/ 
便 可 形成 一 个 基本 区 域 , 将 边 上 2 一 4 与 2 一 2 十 4K 之 点 重合 ， 
将 z=% 5 1: =24+ 12K 之 点 重合 ， 即 可 形成 一 个 环 面 。 或 者 说 ， 
”在 ”平面 上 ， 取 变换 
2 =2+4K m+2K in (m, n=0, 十 1 ,十 2,.…) 
组 成 一 个 群 ， 在 这 个 群 下 ， 纪 之 值 不 变 。 
庞 加 莱 等 将 这 一 基本 事实 加 以 推广 ， 例 如 ， 一 般 取 


dw N 2...2 
de = -bw), KELELE by 


MHAD, AU, Bs A o E AER 


MER) ， 用 信条 联 线 《 联 这 2 MREZA Jl, y 
NN ) 切 开 ， 再 交错 相 联 ， 由 此 得 出 一 个 黎 曼 向 面 ， 它 是 一 个 球 上 
. 17 。 


再 加 上 (CN DD) 448) 3 — MB EM AREA 2 (2 WN) 
的 二 维 有 向 闭 曲面 ， 其 中 当 N=1 时 即 球 面 ， 入 二 2 时 即 环 面 。 
在 2 平面 上 这 时 不 能 简单 地 推广 为 更 多 个 周期 的 基本 区 域 ， 
因为 平面 是 二 维 的 ， 只 有 单 周期 和 双 周 期 两 种 可 能 性 。 推 广 的 可 
能 性 是 从 单 周期 变换 群 和 双 周 期 变换 群 部 是 下 面 形式 的 变换 群 
2/— SZH A u Bi E (l=1, 2, =) 

Yı ô! | 


Yiz + Ó; ? 


的 特例 ， 即 
=09/=1, y,=0, B=m2x (m=0,+1,+2,") 
j Bi=mAK n2t (m, n=0,+1,+2,-"-) 
的 情形 。 | 

一 般 在 2 平面 上 也 有 相应 的 基本 区 域 ， 它 是 由 2N 条 边 所 组 
成 ， 有 2.N 个 顶点 ， 将 对 应 边 土 的 点 相 重 合 ， 即 得 一 个 二 维 有 向 
闭 曲 面 , 它 是 由 一 球面 上 加 上 (NN 一 1) 个 柄 所 构成 ， 立 =1 即 球面 
本 身 ， 六 一 2 即 环 面 ， 对 于 特定 的 方程 ( 即 i 已 给 )， 则 可 由 


| dw oo 
WA on 
将 积分 途径 取 在 Tm(w) 0 上， 过 分 支点 局 三 士 士 时， 在 Im(w) 


Tk; 

>0 半 平 面 上 取 一 小 圆 将 它 绕 过 ， 然后 将 小 贺 半 径 趋 于 零 由 此 
可 在 2 平面 上 划 出 相应 的 具体 的 基本 区 域 ， 并 决定 相应 的 变换 群 
的 具体 形式 。 这 样 便 可 以 将 2 及 2 各 限制 在 一 个 其 有 (N 1) 条 


柄 的 有 向 二 AMM AAA IIA E 
有 以 下 性 质 Jig 


2 即 可 限制 只 研究 基本 区 域 中 的 情形 。 
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已 给 基本 区 域 及 相应 的 变换 群 ， 在 这 种 变换 下 ， 不 变 的 函数 
又 称 福 赫 斯 自 守 函数 ， 其 作法 是 由 区 沫 次 (Klein 1849-1925) 和 


紫 加 人 同时 解决 的 ， 庞 加 药 利 用 已 给 的 二。 SEBAS 
i | 1? 


级 数 来 定义 一 个 这 种 自 守 函数 ， 则 其 他 自 守 函数 便 可 用 这 个 自 守 
函数 来 加 以 进一步 的 定义 ， 这 个 办 法 在 研究 椭 贺 函数 时 已 经 被 应 
用 ， 而 一 般 地 用 来 完成 任意 立 的 傅 形 的 工作 则 是 由 庞 加 莱 所 作 ， 
从 而 结束 了 这 一 分 支 的 发 展 。 
”由 于 我 们 已 经 提 到 群 的 概念 ， 因 此 不 能 不 提 到 索 夫 . 李 
(S，Lie) 对 常 微分 方程 的 贡献 。 李 证 明 ， 如 果 已 知 一 个 连续 变换 
群 ， 它 将 一 个 常 微分 方程 的 解 ， 仍 然 变 成 这 个 常 微分 方程 的 解 ， 
则 由 这 个 已 知 的 变换 群 可 以 求 出 这 个 常 微分 方程 的 积分 因子 ， 以 
及 由 此 求 出 这 个 常 微分 方程 的 通 解 ， 反 之 ， 已 知 这 个 常 微分 方程 
的 通 解 ， 也 可 得 出 一 个 变换 群 ， 它 们 将 这 个 常 微分 方程 的 解 仍 然 
变 成 这 个 常 微分 方程 的 解 ， 

李 的 这 一 成 就 非常 基本 和 完整 ， 但 是 在 实际 上 ， 由 于 变换 群 
不 知道 ， 也 就 不 能 求 出 通 解 。 但 是 ， 已 知 通 解 时 ， 则 可 用 这 一 方 
法 有 反 求 变换 群 ， 将 已 知 的 结果 作 一 理论 的 整理 和 分 类 ， 

当然 ， 我 们 还 可 以 吏 直 接地 总 结 各 种 已 知 的 结果 ， 得 出 更 简 
单 的 概念 ， 这 样 我 们 就 转 到 下 面 的 一 节 。 

| “$5. 复 域 中 的 显 易 解 结构 

在 代数 学 中 ,高 斯 证 明了 代数 方程 的 基本 定理 , 即 在 复 域 中 ， 
n 次 代数 方程 可 以 有 下 而 的 结构 : 

"tazio L(+-2) =0 

这 里 wa，…，w, 是 任意 复数 ,31,”，,…，", 是 这 个 代数 方程 的 n 
个 复 根 。 这 个 定理 并 没有 具体 地 给 出 %; 的 具体 表达 形式 , 但 这 个 
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关系 却 表 明了 代数 方程 的 解析 定性 结构 ， 并 且 由 此 还 可 得 出 系数 

a 和 根 zi 之 间 的 % 个 联 立 关系 ， 即 书 达 (Vieta 1540-1603) 公 式 ， 
常 微分 方程 当然 复杂 得 多 ， 我 们 来 考虑 一 种 特殊 类 型 ， 
定义 ”如 果 微 分 方程 


DAR A ari Aa) (2.1) 


ABI 

TES JI Cow)) 1 const (2.2) 
TES ES ESTACION 
eey UW,(《2)} 为 基本 解 组 ， {X 和.} 为 基本 解 组 的 “ 权 ”， GO 为 
181%, 

将 通 解 微分 与 原 式 比较 ， 可 以 得 到 (n 十 1) 个 函数 好 (2) 及 
G(z) 和 % 个 数 Ay Dash, 和 (ww 十 1) 个 读数 A4;(z) 之 间 的 类 似 于 
代数 方程 中 韦 达 公式 的 关系 ， 即 由 

aa 
dw PUE de XL ! (w— D) TG - (u — 


En Wow 


dz 


= =5 Alz) u’ 

TERE s, KAN- ARI: 分 子 有 (me 十 1) 个 条 件 ， 总 共 
AN (2),G(Z) 共 (nn 十 1) 个 
六 数 及 入 :和 A:…: 入 , 共 (m 一 1 个 比值 。 | 

下 面 举 出 八 类 属于 具有 “第 一 类 显 易 解 结构 ”的 方程 式 ， 

(D ) 线 性 方程 | 

92 =A(2)0+ Arto), 


则 通 解 可 写成 | 
G(2) (w—w,(2))" =c0ngt, 
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Hip G(2)=e | po w¡(2) 一 ato) A (2) (2)02, 入 ,二 1， 
(I) 黎 卡 提 方程 
dw 


二 Á, (z)w+ Alz), 
则 通 解 可 写成 | | 

(u—»0w,(2))*(w—wz(2))G=0005% ， 
其 中 wi(z)，ws(z) 为 任何 两 个 不 同 的 特 解 ， 入 十 和 一 0， 例如 取 
h, =1 a= —1, Mi Ga 一 ef 全 AA dz 


( mn MBA 
du 


d TA (z)u” +4,(2)u, 


有 第 一 类 显 易 解 结构 的 通 解 ; 
Gz) "(iwi (2))=00nst, 


gp) wo) we TC) (we 
== Const, 
这 里 基本 解 组 为 
BRAL- n, l, +, 15, mí 
a a a ga, 
G= (aD Aa) APS tame da, 
(TY) 齐 次 方程 
Ww pP Z), PLAZAR 
如 果 Pa(v) 一 0 一 0 有 单 根 wy， …， aq， 则 通 解 具 有 第 一 类 显 易 
e 21 +. 


“1-3 13 m 
z 5! Ei (u — tz) ' =co0nmgl, 
;=1 
(YV) 阿 贝 耳 第 一 类 方程 
和 E 4 (2)w? + A,(2)u%+ A (z)w+ A2) 
具有 第 一 类 显 易 解 结构 的 通 解 的 充 要 条 件 为 
i (H+a)®@=0, 
其 中 
C= .4,42+ 3 Aati As A d,d; +3742, 


7 
6( 34,4,- dirata) A: a 


| o 
mA 


a 为 任意 常数 ， era(1) 
BSO, AMARAL. DAMN: | 


4 350, N H+a=0, BS) .代数 方程 


a Hu+41= u (00,) 
有 三 个 单 根 Vi» Das Vag 则 通 解 为 


Do Lg Ta Pi Vi Va 
A =i V, HU, Vg +V- YV H9, 
1 1 1 
“上述 方程 类 型 还 可 扩充 为 
。 22 。 
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QU 

az SB 

则 下 述 类 型 也 共有 第 一 类 显 易 解 结构 的 通 解 。 
(V1) 雅 可 比方 程 


dw —_wAw+B240)-(Du+E2+F) 
dz 2Aut B2+0)-(Go+ H2+K)” 


并 且 特 征 方程 


4 B Cu 
的 三 根 Mis Mas a 互 不 相等 ， 则 其 通 解 为 第 一 类 显 易 解 结构 ， 
Ca, ¡UH aa +a) (Go lagg Eag) T | 


e (A3 Wt AZ + ags)" T H = const, 


其 中 
G (2)=1, en (a) — , 
—_ Zuti Zas ay Gg2 HF das | 
wa) = Gay w (z) = Ta? 
Ài = Wa — Wss À= M3 His Ås = Ws — Uze 
(WW) 阿 贝 耳 第 二 类 方程 | | 
do _ A, (z)u?+ A (z)w+ Ás (z y 
dz w+ B,(2) 
具有 通 解 为 第 一 类 显 易 解 结 构 


(w— w (20) (w—w,C2) )*Q =co0nst, 
(A, +4, 可 以 化 为 工 ) 的 充 要 条 件 为 ， FTE 常数 入 及 和 二 1 一 入 ;使 
方程 有 一 特 解 | 
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a Be 
Bd — A,B, FAM +A de >| AA) Aa 


un (2) =-— 


22, Aa Bou Tt MA, B 
在 此 时 更 有 
wl2) — EL, ao 0, 
(证 ) 齐 次 方程 
dee Pz) 
E 0Lz) 
Pu Q. AMAROASIA, man, 
如 果 代 数 方 程 


Pala) —aQ,(a)=0 
只 有 单 根 a, 则 这 种 齐 次 方程 的 通 解 有 第 一 类 显 易 解 结构 


m 
-1- Z Ag 


(Y, e- 052) e 2 =00nst, . (n<m) 
或 I w- a,2) '=const, (n=m) 


TARA MERKURE, MEA “SARAR 
结构 ”。 

总 之 ， 在 卡 姆 克 手 册 中 积累 的 大 量 材料 都 可 以 归结 为 “ 显 易 
解 结构 ”。 这 样 ， 人 们 便 可 以 将 大 量 的 特别 的 方程 的 求解 纳入 了 
同一 类 型 ， 许 多 充 要 条 件 也 可 有 规律 地 导出 ,从 mw 一 3 以 上 一 - 般 都 
要 再 加 条 件 ， 故 一 般 求 出 显 式 解 析 解 的 可 能 性 极 小 。 

不 仅 如 此 ， 甚 至 mw 一 2 时 ,虽然 已 知 歼 卡 提 方程 都 具有 第 一 类 
显 易 解 结构 的 通 解 ， 但 是 在 1841 年 ， 刘 维尔 (Liouville 1809- 
1882) 证 明 黎 卡 提 方 程 
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只 有 当 ，” 为 正 整 数 时 才 有 “初等 ” 解 ， 也 就 是 前 面 已 经 提 到 的 丹 
JER . 伯 努 利 已 经 得 到 的 结果 。 
刘 维 尔 这 一 结果 对 于 常 微分 方程 的 发 展 具有 很 大 的 影响 ， 它 
”指出 寻找 “初等 ” 解 的 前 途 不 大 ， 因 为 对 于 求解 最 简单 的 非 线性 
方程 ， 如 黎 卡 提 方 程 ， 已 出 现 这 种 本 质 的 困难 ， 因 此 ， 必 须 找寻 
其 它 的 发 展 道路 。 

在 此 ， 我 们 必须 提 到 与 刘 维 尔 的 工作 有 关 的 斯 图 并 的 工作 . 
斯 图 并 在 研究 热传导 时 引出 了 齐 次 二 阶 微分 方程 ， 他 证 明 在 一 定 
条 件 下 ,任何 两 个 解 的 零点 互相 分 隔 。 和 值得 指出 的 是 ,斯 图 次 的 工 
作 开 始 了 定性 研究 的 萌芽 ， 不 难 理解 ， 正 是 斯 图 次 在 实 系 数 代数 
方程 的 实 根 的 数目 方面 应 用 了 定性 思想 ， 才 得 出 现在 通称 的 斯 图 
BEN. | | 

Xk ARE HA S DE RRA E E RARE E E ME E TL 
作 中 得 到 重大 发 展 ， 使 常 微分 方程 的 研究 发 展 到 一 个 新 的 阶段， 
这 将 在 下 一 章 中 阐述 ， | 

在 此 ， 我 们 顺便 提 一 下 斯 图 并 和 刘 维 尔 开创 的 常 微分 方程 边 
值 问 题 的 研究 。 他 们 考 虚 了 方程 


/ EU + p DD + yt) =0 


在 已 给 定 边界 条 件 下 具有 非 零 解 y(Z) 时 参数 入 应 为 何 种 值 . 这 些 
解 和 值 的 关系 问题 ， 即 特征 函数 与 特征 值 的 问题 ， 在 近代 物理 与 
计 术 中 有 很 广泛 的 应 用 ， 并 且 已 发 展 成 为 常 微分 方程 的 一 个 重大 
分 支 。 
我 们 不 能 详细 涉及 所 有 这 些 方面 ， 而 将 转 到 常 微分 方程 实 域 
定性 理论 的 主线 上 去 。 
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第 三 章 ” 实 域 定 性 理论 

S1. 庞 加 莱 的 思想 | | 

前 面 我 们 已 经 指出 过 ， 在 研究 “二 体 问题 ”时 ， 和 牛顿 很 幸运 
的 是 ， 先 有 了 解答 ( 行星 是 沿 梯 贺 轨道 运动 ), 再 得 出 引力 公式 ， 
再 建立 引力 作用 下 行星 运动 的 微分 方程 ， 牛 顿 的 后 继 者 们 面临 的 
则 是 已 经 有 了 描述 运动 的 微分 方程 ， 要 求 出 它们 的 解 ， 首 先 遇 到 
的 是 “三 体 问题 ” 日 、 地 、 月 的 相互 吸引 下 它们 的 运动 规律 ， 这 
种 问题 在 当时 具有 很 大 的 现实 价值 和 理论 意义 ， 因 为 航海 时 潮汐 


受到 月 球 和 太阳 的 相对 位 置 的 影响 极 大 .不 幸 的 是 “三 体 问 题 ” 


的 “初等 ”积分 除了 能 量 守 恒 、 动 量 守重 及 角 动 量 守恒 等 十 个 关 

系 外 ， 到 今天 一 个 也 没有 得 到 ， 但 是 天 文 历 算 迫使 人 们 要 解决 这 

类 问题 .另外 若干 理论 问题 ， 例 如 太阳 系 的 结构 在 万 有 引力 作用 

下 是 否 稳定 ， 也 是 当时 十 分 吸 引 科学 家 注意 的 问题 ， 太 阳 系 是 
“多 体 问 题 ”， 情况 要 更 为 复 杂 万 分 . 

天 体力 学 是 论 加 莱 十 分 注意 的 问题 ， 特 蜀 是 三 T 庞 加 
莱 在 总 结 自己 的 工作 时 ， 写 道 : 

“ 举 三 体 问题 为 例 ， 能 否 要 求 一 个 天 体 总 停留 在 宇宙 的 某 一 
区 域 ， 或 者 跑 到 无 限 远 去 ， REMITE, 或 不 
断 减少 ， 亦 或 在 菜 些 限度 之 内 ? 当 我 们 能 定性 地 作出 三 体 的 轨 线 
时 ,我 们 可 以 举 岂 无 数 的 这 类 问题 ,可 由 此 解决 。 如果 考虑 多 体 问 
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题 ， 则 研究 行星 的 不 变量 的 问题 ， 实 际 上 是 一 个 定性 几何 的 问 
题 ， 因 为 要 证 明 长 轴 不 是 一 个 永年 变量 ， 只 要 证 明 它 是 在 一 定 的 
极限 之 内 振动 即 可 .” 

为 了 寻求 这 种 外 界 的 控制 线 ， 促 使 庞 加 莱 引 进 了 “极限 环 ” 
的 概念 ， 这 个 概念 成 了 平面 定性 理论 中 最 核心 的 问题 之 一 . 

另 一 方面 ， 在 前 一 章 所 述 及 的 历史 发 展 的 背景 下 ， 庞 加 某 关 
于 自己 的 工作 的 思想 ， 在 他 的 自我 总 结 中 写 道 : 

“自从 微 积 分 的 原理 建立 以 后 ， 分 析 工 作者 遇 到 三 个 问题 

代数 方程 的 求解 ; 

代数 微分 的 积分 ; 

微分 方程 的 积分 . | 
这 三 个 问题 的 历史 是 相同 的 ， 为 了 要 简单 地 解 出 这 些 问 题 ， 经 过 
了 长 时 期 的 和 无 效 的 努力 ， 数 学 家 终于 放弃 了 这 种 企图 ， 但 是 从 
失败 中 却 得 到 了 胜利 的 报 偿 . 

长 时 期 中 ， 人 们 希望 所 有 的 代数 方程 都 能 用 开 根 来 求解 ， 但 
这 种 想法 已 经 被 放弃 了 。 而 今天 人 们 对 代数 函数 的 了 解 ， 正 如 对 
它 要 想 用 来 解决 问题 的 根 式 一 样 。 同 样 地 对 于 代数 微分 的 积分 ， 
人 们 长 时 期 想 用 对 数 和 三 角 函 数 来 解决 ， 而 现在 则 借 新 超越 函数 
之 助 实现 了 . 

对 微分 方程 也 极为 类 似 ， 由 积分 可 解 出 的 微分 方程 的 类 型 是 
极为 有 限 的 ， 如 果 人 们 不 能 决定 直接 由 这 些 方程 本 身 来 研究 积分 
的 性 质 时 ， 整 个 这 一 分 析 领 域 便 将 成 为 一 个 广阔 的 未 知 地 带 ， 它 
对 于 数学 家 将 始终 是 一 个 禁区 . ” 

为 了 正面 打开 这 一 禁区 ， 庞 加 菜 继 续 写 道 : 

“一 个 函数 的 完全 的 研究 包含 两 部 份 ; 

1° 定性 部 分 或 者 函数 所 定义 的 曲线 的 几何 研究 ; 

”2°。 定量 部 分 或 者 函数 之 值 的 数字 计算 . 
因此， 例如 要 研究 一 个 代数 方程 ， 人 们 首先 借 斯 图 并 定理 之 助 求 
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出 实 根 的 数目 ， 这 就 是 定性 部 分 ! 然后 人 们 计算 这 些 根 的 数值 ， 
这 便 是 这 个 方程 的 定量 研究 。 同样 ， 为 了 要 研究 一 条 代数 曲线 ， 
人 们 首先 “作出 ”这 条 曲线 ， 如 专门 数学 书 中 所 说 的 那样 ， 也 即 
是 这 个 曲线 有 哪些 闭 分 支 ， 哪 些 无 限 分 支 等 等 ， 在 曲线 的 这 些 研 
究 之 后 ， 人 们 就 可 以 准确 地 决定 它 上 面 的 若干 点 . 

要 研究 一 个 函数 的 整体 的 理论 ， 自 然 首先 要 研究 定性 部 分 ， 
因此 ， 现 在 面临 的 互 首要 位 置 的 问题 如 下 

作出 由 微分 方程 所 定义 的 曲线 族 .， 

在 正确 地 提出 问题 之 后 ， 庞 加 全 进一步 指出 了 定性 和 定量 研 
究 的 关系 .他 写 道 ，“ 当 这 种 定性 的 研究 完成 之 后 ， 对 函数 的 数 
值 计算 将 有 非常 大 的 用 处 ， 它 使 我 们 非常 容易 了 解 在 一 定 区 域 中 
用 来 表示 所 求 函 数 的 那些 收敛 级 数 ， 因 为 主要 的 困难 是 由 一 个 区 
域 中 用 一 种 级 数 表 示 的 祖 形 过 渡 到 另 一 个 区 域 中 用 另 一 个 不 同 的 
级 数 表示 的 情形 提供 一 个 指导 .” 

对 于 定性 理论 本 身 ， 庞 加 莱 指 出 ，“ 此 外 ， 定 性 理论 的 研究 
本 身 也 具有 第 一 等 的 兴趣 ， 分 析 及 力学 的 各 种 重要 问题 可 以 化 归 
它 来 解决 ." 接 着 庞 加 莱 便 写 了 前 面 我 们 已 引 过 的 关于 三 体 问题 的 
那 一 段 讲话 。 

为 了 更 形象 地 突出 庞 加 莱 的 工作 的 历史 继承 性 和 发 展 性 ， 我 
们 将 代数 方程 的 研究 与 常 微分 方程 的 研究 作 一 对 比 , 兹 列表 如 下 : 

-代数 方程 | E 方 程 Oo 

一 ,二 ,三 ,四 次 方程 的 代数 解 | EE, ¡5% EUR 

iaa E AM 柯 西 证 明 在 复 域 中 解 的 存在 性 


A A A A A A e e e 


MESA ETES TADO 欧 拉 、 龙 格 一 库 塔 数值 求解 法 
刘 维 尔 证 明 黎 卡 提 方程 一 般 
没有 初等 解 


“和 贞 耳 延明 五 次 方程 一 般 没 


IN | 

mF RARAS FRE | ZEAE, AEREE 
体 作 为 一 个 整体 来 研究 为 一 个 整体 来 研究 

斯 图 度 关 于 实 根 个 数 的 定性 | EMELTIA MANE 
研究 . 性 研究 
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另外 ， 从 柯 西 的 工作 到 庞 加 莱 的 工作 ， 这 里 也 有 下 面 的 明显 


的 转变 : 


质 ). 
这 一 
年 
X. 


从 复 域 的 研究 转 回 实 域 的 研究 ; 
从 解析 的 研究 转 到 定性 的 研究 ; 

从 定 解 的 问题 转 到 解 的 全 体 问题 ; 

从 函数 作为 对 象 转 到 曲线 作为 对 象 ; 

从 分 析 的 方法 转 到 几何 的 方法 ; 

从 用 等 式 ( 级 数 展开 ) 转 到 用 不 等 式 ( 无 切 关 系 ); | 
从 局 部 的 研究 C 级 数 收敛 区 ) 转 到 全 局 的 研究 〈《 整体 拓扑 性 


转变 极其 根本 和 深刻 ,因而 成 果 也 极 丰 富 ， 从 1881 年 到 1886 
庞 加 莱 以 “微分 方程 所 定义 的 积 分 曲线 ”为 题写 了 四 篇 艾 
在 这 里 微分 方程 所 定义 的 积分 曲线 既是 研究 的 对 象 ， 通 过 对 


它 的 几何 性 质 的 理解 久 是 理解 微分 方程 的 解 的 性 质 的 工具 . 


下 面 是 主要 的 具体 内 容 及 其 后 的 发 展 简况 . 


$2. 一 次 奇 点 及 高 阶 项 的 影响 o 
首先 是 局 部 的 情形 ， 在 一 个 正常 点 的 附近 ， 其 拓扑 结构 一 般 


等 价 于 一 系列 的 平行 线 ， 拓 扑 上 没有 什么 特殊 性 ， 因此 ， 首先 要 
研究 的 是 奇 点 ， 即 方程 组 右 方 同时 为 零 之 点 . 


对 于 一 次 奇 点 ， 对 | ， | <*0， 方 程 组 
和 一 att By +o 2 dy 


dro, Phe 


的 特征 方程 为 
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pa B 
Y IA 
旭 奇 点 (0。，0) 附 近 的 几何 拓扑 性 质 分 为 四 种 类 型 
g<0 鞍点 
p —4q>0 结 点 
>f P*O 4g<0 焦点 
p=0 中 心 或 焦点 
这 样 ， 不 必 求 解 微 分 方程 ， 只 从 卫 ， 9 之 值 便 可 以 判断 解 族 的 定 
性 行为 . 
进一步 对 g>0，2=0 之 情形 ， 庞 加 莱 给 出 了 中 心 和 焦点 的 
具体 判定 方法 .从 理论 上 讲 ， 方 法 是 完整 的 ， 但 由 于 计算 的 复杂 
性 ， 甚 至 对 于 方程 右 方 是 不 高 于 2 次 的 多 项 式 ， 包 括 全 部 参数 的 
判定 公式 也 只 有 到 了 1980 年 利用 计算 机 才 将 它们 解决 了 ( 见 附录 
- 1). 


对 4 一 0 的 情形 ， 这 是 高 阶 奇 点 ， 有 李 雅 普 诺 夫 (JIisnynaos)、 
班 狄 克 生 (Bendixson) 等 人 的 大 量 工作 . 但 工作 远 未 完整 ， 甚至 
” 间 题 的 提 法 都 还 需 进 一 步 研究 。 特 别 值 得 提出 的 是 李 雅 普 诺 夫 的 
工作 已 经 发 展 成 一 个 独立 的 富有 成 果 的 新 分 支 运动 稳定 性 的 
理论 . 
在 研究 了 奇 点 在 附近 邻 域 中 积分 曲线 的 拓扑 结构 之 后 ， 庞 加 
莱 转 向 麻 点 在 流 形 上 的 大 范围 分 布 的 规律 性 的 研究 . 
如 果 不 看 无 限 远 处 的 情形 ， 则 许多 方程 ， 例 如 
d] dY i, 


di >?” di 
在 有 限 处 便 没 有 实 亲 点 .但 是 ， 如 采 将 平面 由 球 心 投 影 到 切 于 这 
个 平面 的 球面 上 ， 则 无 限 远 处 便 投 影 到 球 的 赤道 上 ， 这 时 赤道 上 
便 出 现 两 个 结 点 ， 抓 住 这 种 特例 ， 庞 加 莱 进 一 步 证 明 ， 在 这 种 全 
球 考虑 的 条 件 下 ， 方 程 组 | 
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UR Ya 
q ns y) , q y) 
AIRE TA XA, 


y) LSD EER- EEKE. BI MAAAP 


的 指数 工 ( 忆 ) 的 概念 ， 即 当 点 (A y) URNA. AA 
时 ， 向 量 ( 节 (Zz，y)), 了 (z，y)) 绕 过 反 时 钟 方向 ( 或 顺 时 钟 方向 
作 负 值 》 的 局 数 。 由 此 知 ， 对 于 
qg>0 I(P)=+1; gqg<0, I(P)=-1, 
AE TUBE, ATRIO, APA ANAIS 
之 I (P;)=2. 


进一步 则 飞跃 为 ， 对 于 一 般 的 有 向 二 维 闭 曲面 M? 
Y 1(P)=1(M2)=2(1-m), 


这 里 M) 是 这 个 曲面 的 欧 拉 一 一 庞 加 莱 示 性 数 , n 是 这 个 曲面 
从 球面 再 加 上 柄 的 数目 ， 对 于 球 % 一 0， 对 于 环 面 见 一 1 
再 进一步 ， 对 任意 高 维 空间 中 的 有 疝 流 形 旭 及 其 上 定义 的 连 
SAE, NM ERJA ARIER 
ALP IA, 


这 些 已 经 进入 新 的 学 科 一 一 组 合 拓扑 学 的 领域 了 . 庞 加 莱 正 是 这 
样 同时 开创 了 常 微 分 方程 实 域 定 性 理论 和 组 合 拓扑 学 ， 它 们 是 一 
对 双生 的 学 科 . 这 种 从 实际 问题 抽象 出 的 理论 ， 也 就 能 反 回 去 指 
导 实 际 ， 

现在 ， 我 们 要 转 入 实 域 定性 理论 中 一 个 核 心 概念 一 一 极限 
环 . 
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E: 
在 实 域 定性 理论 中 ， 庞 加 本 的 一 大 贡献 是 ，“ 极 限 环 ”概念 
的 引入 。 极 限 环 是 孤立 的 周期 解 ， 它 的 附近 的 积分 曲线 以 它 为 极 
限 位 置 . 在 代数 的 曲线 族 五.(zZ，y) 二 const PARREREN, 
不 存在 这 种 孤立 极限 闭 曲 线 的 情形 ， 只 有 微分 方程 中 才 出 现 ， 最 
简单 的 例子 是 : 


qe y+ z(z? +y — 1), Y a+ y(a* +y* 1). 


则 
UREY o) (+? 1), 


故 知 闭 曲 线 C; Pay =1>0 是 一 种 闭 解 ， 并 且 它 内 部 及 外 部 之 
曲线 O! 4 i> 一 co 时， 以 它 为 极限 集合 . 但 是 , 反 过 来 它 却 不 以 
其 他 积分 曲线 作为 极限 集合 ， ERICA 它 的 一 个 拓扑 
特点 ， 用 记号 可 以 写成 : 四 e 
= ODO, Opoa. 

记 加 莱 清 楚 地 预见 到 极限 环 在 实 城 平面 定性 理论 中 将 “扮演 一 个 
主要 角色 ”; 他 以 天 体力 学 中 的 太阳 系 的 稳定 性 为 背景 设想， 
在 其 外 部 车 能 找到 一 个 极限 环 ， 则 “如 果 一 个 动 点 不 在 极限 环 附 
Hs 则 它 或 总 在 内 部 ， 或 总 在 外 部 . 这 样 极限 环 的 存在 ， 保 证 了 
这 个 运动 系统 在 演化 中 的 某 种 “稳定 性 ”， 即 不 会 散 开 到 无 限 远 
处 。 当 然 ， 后 来 在 物理 、 力 学 、 工程 等 中 出 现 的 极限 环 更 有 它 本 
身 的 重要 性 ， 而 不 只 是 作为 某 种 界限 ， 这 在 后 面 将 要 再 论 及 ， 

- 在 研究 极限 环 时 ， 庞 加 莱 引 进 了 一 个 重要 工具 “无 切 环 ”的 
概念 ， 即 一 条 闭 曲 线 ， 在 它 上 面 ， 微 2 方程 所 定义 的 向 量 世 
不 与 它 相 切 ; 或 者 用 “广义 无 切 ” 的 概念 ， 即 对 这 条 约 当 曲线 微 
分 方程 所 定义 的 积分 曲线 ， 或 者 只 从 它 外 部 穿 入 它 内 部 ， 或 者 只 
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从 它 内 部 穿 出 它 外 部 。“ 无 切 环 ” 和 “无 切 弧 ”的 概念 是 庞 加 菜 
对 实 域 定性 理论 引入 的 主要 工具 ， 这 是 将 等 式 的 研究 改 为 用 不 等 
式 的 研究 ， 由 分 析 工 具 改 为 几何 工具 的 表现 。 作 为 庞 加 莱 职 位 的 
接任 者 ， 阿 达 马 (Hadamard) 总 结 了 庇 加 莱 的 工作 ， 他 称 这 种 作 
法 为 “ 非 积 分 ”(Unintegral)， 以 便 与 微分 方程 的 “积分 ”相对 
比 ， 由 于 微分 方程 解 的 唯一 性 ， 他 指出 ，“ 积 分 曲线 不 能 穿 过 无 
切 环 多 于 一 次 ,如 果 一 质点 沿 着 轨 线 穿 出 一 条 无 切 环 线 , 它 就 不 再 
能 穿 入 它 。…… 用 天 文学 的 话说 ， 这 个 质点 的 轨 线 是 不 稳定 的 .” 

庞 加 莱 明 确 地 指出 ， 极 限 环 一 般 不 是 代数 的 ， 而 是 超越 的 ， 
但 他 却 能 将 代数 方程 《以 及 一 般 超越 方程 ) 求 根 的 概念 和 许多 性 
质 创 造 性 地 用 于 常 微分 方程 极限 环 的 存在 性 和 唯一 性 等 方面 。 下 
面 是 庞 加 菜 ， 以 及 其 后 的 班 狄 克 生 的 结果 ， 列 表 对 比如 下 : 


代数 方程 的 根 O REDEKER | ”党 微分 方程 的 极限 环 
并 设 在 4 及 656 点， 函数 f(z) | C, 包含 C 在 内 部 ， 并 
之 值 反 号 ; EO, RO: 上， 方程 的 向 pa 
Faf(5)<O, 场 穿 入 和 穿 出 的 性 质 相反 ， 


并 设 函 数 jz) 在 [c，5] 
| 之 间 连 续 ， 则 在 a<x<o 
AJO) 必 有 奇数 个 根 ， 
ED. 


并 设 在 O, 及 O, 所 围 成 的 环 
形 区 域 中 ， 微分 方程 没有 奇 点 ， 
则 在 O, 及 C: 21H, 微分 方 
程 必 有 奇数 条 极限 环 ， 至 少 一 
条 极限 环 ， 


Gi, 2=0 2=b, | 设 有 两 条 成 串 的 无 ORO. =ð, X=6b, 设 有 两 条 成 串 的 无 VERO, 
ab, ERER frè RCs CEBE Cr #EME 
值 同 号 : | 面积 分 曲线 穿 入 及 穿 出 的 性 质 

f(0)f (6) ~>0, 相同 ， 并 设 在 C 及 C0; 所 围 成 


ARMOR OLD, | RARO, 及 or， 
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HA A La, bj 之 间 | 的 环形 区 域 中 ， 微 分 方程 没 
连续 ， 则 在 a<xi<b 中 e | AYNA» 则 在 C 及 O, 之 jaj, 


必 有 偶数 个 (包括 零 个 ， 微分 方程 必 有 偶数 条 《包括 零 

不 存在 ) 根 ， 条 ， 即 不 存在 ) 极限 环 . 
设 有 两 点 2 一 Gy 2=b, 设 有 两 条 成 串 的 无 切 环 Ci 及 
aZb, la, b] E Co CBS Cr EC, KC, 
JOP 所 围 成 的 环形 区 域 上 ， 由 方程 
右 方 的 函数 所 形成 某 个 泛 函 之 


二 县 不 为 9"， 则 在 [4， 人 上 ，| 微分 为 定 号 ， 并 不 为 无 穷 ， 则 

f(z) 的 根 如 存在 ， 必 为 唯一 | 在 C, 及 C; ME 成 的 环形 区 

的 . 域 中 ， 微 分 方程 的 极限 环 如 
存在 ， 必 为 唯一 的 . 


这 种 对 比 的 表 我 们 以 后 还 将 继续 列 出 许多 组 ， 庞 加 菜 当时 作 
为 例子 ， 研 究 了 类 型 如 


da 
qp TY AIF (ay), Wartke, y) 


ÁRRA BPE, YA?) yZ, E2, y)=0 为 一 
个 图 或 两 个 圆 成 串 的 方程 . 庞 加 莱 对 此 种 特例 研究 了 存在 性 、 不 
存在 性 、 唯 一 性 、 唯 二 性 等 等 。 这些 研 究 的 普遍 结果 由 西北 大 学 
SERPA, 

极限 环 在 工程 技术 方面 得 到 了 广泛 的 应 用 . 这 里 首先 是 与 无 
线 电 技术 相 联 系 的 电磁 振荡 的 非 线性 线路 的 过 渡 过 程 及 最 后 的 稳 
定 振荡 状态 ; 其 代表 性 的 方程 为 以 工程 师范 德 坡 (Yan der Pol) 
之 名 命名 的 范 德 坡 方程 


TE e(l- pt Z}s=0, >0. 
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由 于 线路 元 件 的 非 线 性 特性 ， 出 现 了 x? 项 这 一 非 线 性 项 ， 工程师 
正 是 利用 了 这 一 非 线性 特性 来 完成 其 收发 无 线 电 波 的 信息 的 设计 
ES. 荔 联 的 安 德 诺 洛 夫 (AsxpoHoB) 发 现 了 范 德 坡 方程 的 唯一 
的 全 局 稳定 的 振荡 过 程 正好 是 庇 加 莱 所 提出 的 极限 环 ， 这 一 重要 
发 现 将 非 线 性 线路 的 研究 工作 与 常 微分 方程 实 域 定性 理论 的 研究 
工作 联系 在 一 起 ， 给 常 微分 方程 实 域 定性 理论 的 研究 工作 以 极 大 
的 推动 。 常 微分 方程 实 域 定性 理论 的 发 展 又 反 过 来 为 非 线 性 线路 
的 非 线 性 振荡 过 程 提供 了 有 力 的 数学 工具 ， 这 正 是 生产 的 需要 决 
定 科 学 的 发 生 和 发 展 ， 而 科学 的 发 展 又 为 生产 开辟 道路 的 又 一 明 
显 例证 . 

继 非 线性 无 线 电 技术 之 后 ， 自 动 调节 理论 也 广泛 涉及 到 非 线 
性 的 微分 方程 的 定性 研究 ， 其 中 也 出 现 了 极限 环 的 广泛 应 用 ， AN 
如 最 简单 的 不 连续 自动 控制 系统 


dex dx . dx 
qa t2 Dy; +2=-—sign (2+3) k<0, 0<D<1, 


这 个 系统 也 出 现 唯一 的 全 局 稳定 的 极限 环 . 

继 自 动 控制 理论 之 后 ， 生 态 平 衡 、 ena BR 
等 也 广泛 地 涉及 到 实 域 中 的 非 线 性 常 微分 方程 的 定性 研究 . 
典型 的 例子 是 生物 化 学 中 的 布 多 于 尔 振子 CBrusserator) 方程 组 


dz - 
di 


=A —(14 B)X+2*%y, 
Y Br — ay, 
2>0, y>0, A>0, B>O, 

当 B>1+4 时 存在 唯一 全 局 稳定 的 极限 环 ; 当 B<1+A* 
时 ， 则 不 存在 极限 环 . 

有 关 这 些 领域 中 的 常 微分 方程 实 域 定 性 理论 的 研究 正在 大 发 
展 . 这 些 都 是 生产 的 需要 决定 科学 的 发 生 和 发 展 的 成 批 例证 
es。 35 。 


”但 是 ， 极 限 环 的 研究 还 来 自 另 一 方面 的 推动 ， 这 里 我 指 的 
是 ， 从 数学 理论 发 展 的 需要 。1900 年 ， 在 巴黎 国际 数学 会 上 ， 希 
454817 (Hilbert 1862—1943) 作 了 “数学 问题 ”的 著名 报告 
在 其 中 提出 了 23 个 问题 。 他 的 第 16 问题 的 后 半 部 ， 即 是 关于 极 
限 环 的 问题 .其 内 容 如 下 ， 对 于 实 域 微分 方程 组 
PX y) PAY. (E) 

X.(% YEY. (2, yY) 为 不 高 于 % 次 的 多 项 式 ， 问 这 类 系统 最 多 
可 以 有 多 少 个 极限 环 ， 这 个 最 大 数目 入 (nm) 的 决定 ， 以 及 当 系 统 
( 召 ,) 的 极限 环 数 达到 这 个 最 大 数目 时 ， 它 们 的 相对 位 置 如 何 ? 

1974 年 美国 数学 会 为 希 尔 伯 特 问题 开 了 专门 的 讨论 会 ， 出 
版 了 “和 希 尔 伯 特 问题 所 引起 的 数学 发 展 ” 两 卷 集 ， 对 于 23 个 问 
题 中 的 22 个 均 有 专 章 论述 .只 有 第 16 问题 ， 除 了 重 抄 一 下 题目 
之 外 ， 一 字 未 提 . 

这 方面 的 发 展 简 述 如 下 : 

DEJE FRIAS DE MERA, 已 如 前 述 ， 最 简单 的 是 ( 玉 ,) 
类 型 ， 范 德 坡 方程 也 是 ( 瑟 ,) 类 型 . 

系统 的 研究 应 当 从 (E) 开始 ， 这 方面 文献 极 多 ， 但 主要 结 
RTF: 

1934 年 福 罗 默 尔 (Frbmmer) 研 究 一 个 特殊 ( 吾 :)， 证 明 

N(2>1, 

但 方程 系数 不 具体 ， 只 证 明 可 能 性 . 

1957 年 秦 元 勋 用 下 述 类 型 


F=ylar+by+o) + (a + —1), 
dy — rz( b 


在 条 件 LPHO 下 存在 唯一 的 极限 环 yI R 
。36。 


实现 了 (五 ) 极 限 环 的 存在 性 . 
1952 年 鲍 丁 (PayrKH) 研 究 一 类 特殊 (五 :)， 证 明 
N(2)>3, 
但 方程 系数 不 具体 ， 只 证 明 可 能 性 . 
1958 FRIM., WERE- 套 方法 ， HUA AR 现 这 一 
存在 性 ( 参考 附录 IT). 
在 相对 位 置 方面 ，1957 年 董 金 柱 证 明 : 
对 于 (五 :) 如 果 两 极限 环 成 叮 ， 则 同 向 旋转 ， 如 果 不 成 串 ， 则 
SU. 
叶 彦 谦 也 得 到 这 一 结果 . 
在 平面 上 只 有 闫 时针 和 反 时 针 两 种 旋转 方向 ， 因此 ， 最 多 存 
在 两 串 极 限 环 ， 由 此 得 到 
N (2)=atB, 
其 中 a 及 6 为 两 串 极限 环 的 数目 . 
1978 年 史 松 龄 给 出 具体 系数 的 例子 表明 
N(2)>4, a3, f>l. 
陈 兰 苏 、 王 明 淑 得 到 类 似 结论 ， 但 方程 系数 不 具体 . 
1979 年 秦 元 勋 、 史 松 龄 、 蔡 燃 林 证 明 : 
如 果 ( 吾 ,) 具 有 一 个 三 阶 细 焦 反 以 及 一 个 无 限 远 奇 点 ， 则 绕 三 
阶 细 焦 点 之 极限 环 数 
a 二 偶数 之 0， 
另 一 串 有 极限 环 数 
B= 奇数 之 1. 
故 经 过 微 扰 ， 从 三 阶 细 焦点 跳出 三 个 环 ， 则 有 
4 二 商 数 之 53， B=ñmM>1, 
故 这 类 结构 一 般 有 
N = 二 偶数 之 4. 
1982 年 到 元 勋 、 索 光 俭 、 杜 星 福 减弱 上 曾 的 “一 个 :无 限 远 
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奇 点 ”的 条 件 ， 在 一 定 条 件 下 ， 仍 得 N>4 的 结论 ， 并 由 华 苏 给 
以 具体 系数 例子 加 以 实现 . | 

关于 (E) 最 大 数目 下 界 的 结果 ， 在 实 域 中 已 达到 的 结论 即 
到 此 了 . 

关于 (E,) 最 大 数目 的 上 界 则 在 实 域 中 未 得 到 ， 这 一 任务 将 
由 复 域 定性 理论 的 发 展 去 完成 ; 这 将 在 本 书 第 四 篇 去 解决 . 

在 第 四 篇 ， 我 们 将 证 明 : 

定理 N(2)=4,%4 A a=3, B=1 WAWD + ODDI) 
之 结构 . | 


$4. 一 般 二 维 有 向 闭 曲 面 上 的 微分 方程 


前 面 已 经 提 到 、 一 般 有 向 二 维 闭 曲面 M 是 由 球 面 加 上 mm 个 
柄 所 形成 ， 它 上 面 的 微分 方程 《或 向 量 场 ) MAZA 
DI (P) =x (M) =2(1 -n), 


30=0 时 ， 即 为 球面 ， 可 以 看 成 平面 再 加 上 无 限 远 奇 点 所 
形成 ， 其 研究 已 如 前 述 。 
之 (了 ,) 二 9 的 充 要 条 件 是 m 王 1， 即 环 面 . 因此， 微分 方程 


组 如 不 存在 麻 点 ( 包括 无 限 远 奇 点 ) 则 只 能 在 环 面 上 . 

环 面 上 的 运动 也 是 常见 的 运动 ， 例 如 以 太阳 为 座 标 原点 ， 雇 
地 球 运动 的 黄道 平面 为 座 标 平面 ， 则 月 球 运动 的 白道 平面 与 黄道 
平面 有 一 个 约 5° 的 夹 角 ; 因此 ， 从 太阳 看 月 球 运动 的 轨迹 在 一 
个 环 面 上 . 

在 环 面 上 ， 可 以 作出 没有 奇 扩 的 微分 方程 组 ， 最 简单 的 例子 
是 方程 组 : 


dô __ dp 
d * 7 di l, 


LAES 0 及 @ (mod2r) 是 普通 的 角度 ， 这 时 
，38 + 


l+’ 0, 
XA. 
这 时 通 解 为 
0=ug+ const, 


(e 2ERAUA. AS, Pm P, 


9 为 整数 ， 则 当 9 转 2aq kf, 04 2xp, HPA 的 解 都 是 周期 
解 ， 所 有 积分 曲线 都 是 闭 曲 线 ， 类 似 于 中 心 的 情形 ， 故 也 称 “中 


l 小 > 型 ” , 


Y u HEER, 5 p HEW Y E) BR DI 279 时 ， 0 增加 
2149) RE 2m 的 整 倍数 ， 故 所 有 解 都 不 是 周期 的 ， 所 有 积分 曲 
线 都 不 是 闭 的 ， 不 仅 如 此 ， 任 一 条 积分 曲线 在 全 环 面 上 是 处 处 称 
密 的 ， 即 在 环 面 上 任何 点 的 任何 邻 域内 任何 一 条 积分 曲线 都 要 经 
过 ， 按 统计 物理 的 概念 称 之 为 “和 名 态 历 经 型 ”. 

这 种 由 于 人 的 有 理性 与 无 理性 而 产生 的 定性 本 质 区 别 ， 后 面 
我 们 将 要 用 到 . 

关于 环 面 上 没有 奇 点 的 微分 方程 的 基本 性 质 可 以 总 结 如 下 : 


1。 对 任何 一 族 积分 曲线 ，9 一 9C 9，0), lim =u 存在 ， 


并 与 6 无 天 . 

LIRA “RRC. 

2。 当 凡 为 有 理 数 时 ， 一 定 存在 周期 解 ， 即 闭 积分 曲线 ,这 
里 又 分 两 类 ， 即 “中 心 型 ”和 “极限 环 型 ”. 前 者 之 例 已 给 ， 后 
者 例如 ; | 


do 1 
ar T tge, 
do 


121060804 1 
de +t 0080 十 glose ， 
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则 有 一 条 闭 解 9 二 gpg， 其 他 解 均 不 闭 ， 并 以 它 为 极限 ， 这 条 闭 轨 
是 半 稳 定 的 极限 环 。 | 
3 当 风 为 无 理 数 时 ,又 分 两 类 , 即 “ 各 态 历 经 型 ”和 “奇异 
型 .前 者 之 例 已 给 ， 后 者 每 一 条 解 均 为 无 一 处 稠密 的 ， 其 例子 可 
中 过 由， 但 对 于 方程 右 方 是 正则 函数 时 ， 邓 从 阿 (Denjoy) 已 证 
明 不 存在 这 种 “奇异 型 ”. 
关于 其 他 二 维 有 疝 闭 曲面 上 的 微分 方程 ， 则 由 于 Xx(M?)=0, 
故 一 定 存在 奇 点 ， 有 具体 方程 的 研究 还 不 多 ， 主 要 的 工作 是 抽象 动 
力 系 统 的 类 型 ， 已 出 方程 讨论 之 外. 
$5. 空间 定性 理论 
三 维 室 间 中 的 一 次 奇 点 ， 有 类 似 于 平面 的 研究 ， 设 方程 组 为 
一 =Q ¡040194 + 0132 + X,) (EY Z)» 
H ATE AY A tY., (,Y,2)» 


dz 
dE Tast + deyt 0s32 + Z, (£, Yz). 


则 由 特征 方程 
AGA Gr 3 


他 21 Ga A zz 


| . Wal Ca2 Css 一 入 
知 有 三 根 Ao Mas Ass HARE DANS WA EIR 必 成 对 ; 
故 只 有 两 大 类 ， 即 三 实 根 ， 和 一 实 根 、 两 共 轿 复 根 . 情况 如 下 : 
三 实 根 { 三 根 同 号 ， HAN. o 
两 根 同 号 ， 一 根 反 号 ， 移 点 型 


一 字 根 (Xi) Re(A RelA) >0, Aa EAN. 
` Re(à Re(A)<0， 鞍 点 一 焦点 型 。 
HERO, As) Rel2%,) 二 0， 中 心 一 焦点 型 ， 
。40 。 | 


在 这 五 类 中 ， 前 四 类 高 次 项 不 影响 拓扑 结构 ， 第 五 类 则 是 临界 情 
形 ， 高 次 项 对 它们 有 影响 。 

更 高 维 的 空间 也 可 作 类 似 研究 与 分 类 . 

三 维 空间 中 的 周期 解 是 一 个 困难 的 问题 .在 存在 性 方面 ， 如 
果 存 在 一 个 环 面 ， 过 曲面 的 积分 曲线 均 由 上 穿 出 〈 或 穿 入 D 在 
环 面 内 积分 曲线 沿 环 旋转 ， 则 一 定 存 在 周期 解 . 

比 这 个 问题 更 简单 一 些 的 是 周期 解 附 近 的 积分 曲线 的 定性 行 
为 ,这 时 化 为 : 


dr X (2,9, t), 


q 
WYE 0), 
具有 以 了 为 周期 《例如 2x ) (TRA 2=y=0 附近 的 问 
题 . 
由 é=0, =o Y=Y0 出 发 ， 到 ¿=27) 2 一 0， 2 一 2119 

则 有 关系 

Tı =a + Byot RUT Yo)» 

Y =YLo ÖY +8 (Los Yo)» 
R, SEL) YOHANA. AAJ ERED E 


a — e27 B 


Y Y — e272 
这 里 有 两 根 和 :，%:， 积 分 曲线 在 (0，0) 附 近 的 定性 行为 ， 大 体 上 
相应 于 
Pilet Hp i)e 

函数 的 性 质 ， 其 中 pi), p) A t 2r 周期 函数 . 分 类 不 在 
HR. 

三 维 空间 或 更 高 维 空间 的 研究 中 ， 对 于 具体 方程 的 研究 越 来 
越 困难 ,人 们 逐步 地 脱离 具体 的 方程 式 , 而 转 入 一 般 的 动力 系统 ， 


e 4. 


以 致 更 一 般 的 抽象 动力 系统 的 研究 ， 这 里 已 经 越 来 越 成 为 拓扑 学 


人 研究 的 对 人 象 了 . 
关于 实 域 定性 理论 ， 经 过 100 年 的 发 展 ， 内 容 极 其 丰富 ， 有 


兴趣 的 读者 可 参考 作者 所 写 的 “微分 方程 所 定义 的 积分 曲线 > 一 


书 ， 或 其 它 教科 书 . 
下 面 ， 我 们 要 转 入 常 微分 方程 中 的 一 个 刚刚 开始 发 展 的 领域 


一 一 复 域 定性 理论 方面 的 探索 ， 
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第 二 篇 
复 域 定性 理论 中 的 奇 后 理论 


第 一 章 一 次 奇 点 


31. 分 类 
本 章 人 研究 方程 组 
At awt Bz, er =Yw0 +02, (1.1) 
oO — Br=0. | (1.2) 
这 个 方程 组 的 特征 方程 为 
=A B SEn ph+g=0 1.3 
y SA 1 PA q=U, ( . ) 
有 两 特征 根 入 及 入 。. 定义 
4 一 一 ja] (1.4) 


HÉEfPEC(1.2), A, +0, A2+%0, WAZI, œ, 
对 于 (1.1) 的 奇 点 (0，0)， 按 A 分 为 三 类 : 
Ci) 1m(4)%0, HA “AR”; 
(ii) Im(4)=0, Re(4)<0, HH “AAW”, 
(ii) Im(4)=0, Re(4)>0, HA “DRAE”. 
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下 面 分 别 研究 这 三 种 类 型 的 拓扑 结构 . 
$2. 焦点 型 

先 对 “孤立 极限 积分 曲面 ”下 一 定义 。 

ES 为 一 积分 曲面 。 如 果 .多 附近 的 其 他 积分 曲面 ALBA 
RIDI, 上 终 力 多 ,， 则 称 .多 为 一 张 “ 孤 立 极限 积分 曲面 ”。 
( ) 表 示 闭 包 ， 

定理 1.1 设 方程 组 (1.1) 为 焦点 型 ， 则 所 有 的 积 分 曲 面 均 
过 奇 点 w 二 2 二 0， 有 和 且 只 有 两 张 孤 立 极 限 积分 曲面 . 

证 明 .由 于 —Im(4)+0, Xx A+*—1, Mt, Als Lil 
非 奇 异 的 线性 变换 ， 可 将 (1.1) 化 为 


LE 0,6, MÍ, (1.5) 
得 通 积分 
10(2)*=const, (1.6) 
记 
W=Re*, B=pe*, A=a+tbx, (1.7) 
其 中 R, y, P, $, a, b, HASTA, HA 
b+0, | (1.8) 
则 (i.6) 化 为 
Re (pes) t=O, (1.9 
双方 取 绝 对 值 后 可 有 | 


R=|C|et+=etno 
1 1 + 
对 于 任何 C， 取 == [alo h 并 将 p>0*， N 


及 一 0， 亦 即 积分 曲面 均 过 奇 点 W0-2=0, | 
其 次 要 证 明 W=0 是 一 张 孤 立 极限 积分 曲面 ， 
ES :=0 上 任 取 一 点 Po :D=0, ¿=%,=0)e 140. {E 


| 
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取 一 积分 曲面 F: DB) =0,40, ES, 上 可 取 一 系列 的 态 : 
(03M, Z}, Er 


CN 


则 有 | 
2 9 一 209 W =c; (Pa gi stan" )- Cert), 
改 [0 r |= [ep3 eme — 0, 
当 n 取 整 数 ， 使 nb —— — oo, 
由 此 即 得 FDF, 


AHH 上 之 点 D=0, WF LZS D=0, MA, LAŬ 
0) Beat, wan FDF. RS RARAS i. 


1 
注意 到 021=c0nst 可 写成 204 一 const M 


Im(7) 一 Im (+ pa 
24 5 关 0， 故 同 理 可 证 多 二 0 为 孤立 极限 积分 曲面 。 
这 样 就 有 了 两 张 孤 立 极限 积分 曲面 。 
下 面 要 证 明 ， 没 有 其 他 的 孤立 极限 积分 曲面 。 
ER W=0, 2=0 外 ， 任 取 两 张 积 分 曲面 
F: WZA 及 F: WS1=60, 0, 
E AN MEE AF, 
HL Ls, ASS AE (Dar 2240, 0), 
W= R, =p t, 
FDF n WF, 上 可 取 一 系列 的 点 
(CM) E) = Re , Pet), 
E 4 n> 时 ， 
RO>R,40, pi >p,%0, | 
limp =p,  limpP=h, (mod2m). 
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HF CP, IAS y 上 ， 故 


(tn) 


RY = le; ett ， (2) 


-gÍn o 
t 


由 此 可 得 
lim $ = Fl imane +mRP) 一 Im le, | | 
=-, Lolnp, + HmR,—In]c,|] 
存在 并 为 有 限 数 。 
Alt, limpP=9, (mod 25), XTE H limp ™ =p, + k2. 


十 是 可 推出 6 与 c* 之 关系 如 下 : 
C= (RP ei”) (pP e't 1) 


。 mm ., (1) 
lim [(R Pe) (ome 1 )*] 
->00 | 


= ( Rze”) (preteen) 4 

= (Rze) (ojete 

= C012"h4. | 
ll, Dit=0, E ME) =c Mm 是 同一 积分 曲面 ， 即 与 
wep, 是 同一 积分 曲面 , 即 与 WZ = 0; 是 同一 积分 曲面 。 
MZ, 5%, 是 同一 积分 曲面 ，( 即 :多 :和 王 . 终 ,)。 故 没 有 其 他 孤立 
极限 积分 曲面 . 定理 1.1 证 毕 . 


$33. 结 点 型 


定理 1.2 设 方程 组 (1.1) 为 结 点 型 ， 则 所 有 的 积 分 曲 面 均 
过 奇 点 w 一 2 一 0， 但 没有 孤立 极限 积分 曲面 ， | 

证 明 结 点 型 之 条 件 为 Im(A) 二 0，Re( A4)<0。 这 时 有 两 
种 情形 要 分 别 加 以 证 明 ， 即 A 一 1 和 A= 一 1. 

首先 研究 A 王 一 1， 则 和 关 %ss 故 (1.5) 及 (1.6) 均 可 用 ， 由 此 
有 通 积分 (1.6) 及 (1.9) 如 下 : 
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10(2)**=const, a<0 (1.10) 
及 ~ Roet) const, (1.11) 
由 此 有 
R=|c|p”*, -a>0, 

E p>, MARS, AREA ASMA w= 

对 于 任意 两 张 积分 曲面 乡 ;: DB) =>, RF, (E) OS, 
有 两 种 情形 要 分 别 研究 ， 即 lc.|l 冯 |1es|l 和 le] =]|c2!, 

当 |el|#jc:|， 则 Ripi=|]e| %]|c,| = R03. ESP PF 2 
PAD y, AA RR ATA. | | 
Y lc] =]c,|, mI Epi le [10] =R ps 这 时 又 分 两 
种 情形 ; o | 

4 a 为 无 理 数 ， 则 

中 十 4 史 一 congt. 

在 (由 )(mod2z) 环 面 上 处 处 稠密 ， 因 此 FDF PLA 
即 互 为 极限 曲面 ， 没有 孤立 极限 曲面 。 

当 4 为 有 理 数 ， 则 

由 十 c 由 一 const. 

在 A (mod2a) 环 而 上 为 有 限 长 的 团 曲 线 。 故 es EFE 

LEIA 2 MIE, Ad XAO 
以 证 明 ， 即 方程 组 (1.1) 化 为 


Iy =M, Ir =M? | (1.12) 
或 
Sr =M +18, F hë, (1:13) 


(1.12) 之 通 积分 为 


WZ Ti = Const, 
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与 (1.10) 是 一 类 ， 可 以 按 前 面 的 证 明 得 出 结论 ， 

(3.4) 的 通 积 分 为 | 
Db=2(In 3+0), (1.14) 
取 绝 对 值 有 

R=p| (m p+44+0)|<p(|In p| +14] +10])>0 

X db, o HZ, p>0* 时 成 立 . AR 曲面 过 奇 点 (0，0)， 

任 取 两 张 积分 曲面 多 , : V=2(ln 2+0,) MF, : W=2(n2 + 
cz)， 如 果 . 多 :一 . 红 ,， 则 H F, 上 的 任 一 点 Pi ;: (0, 2,)= 
(Riet, pjeitda(0, 0), F, EVARA CEI, ZP) 


(nm) 


(RP, petita )}， 使 得 


lim R= BR,, limp =p,» 
noo oo 
impo), limdP= i - (mod 27), 
Nooo 
由 4 
RY =p | (np + ipp +€,) | , 
取 极 限 得 


Ri=pi|(Inp+ slimge’+ 6,)|. 
故 limp 存在 ， 并 为 有 限 数 。 由 此 关系 
lim =g, (mod 25), 


又 可 化 为 关系 
limpP=é, +2lxk, (k HER). 


-人 
In (pg e*t P))- (让 —Inp,2* ) 


. 480 


= — ¿(limo — p) =— 2h,» 


H cl=c,+2nk1, 
但 多。，: W= (Inž + c) 55 W = (Re) (In (202%) 十 cz) 是 同 
— Hm E5 D=2(In3+c,+ 204) m Hm, E 5 W=2(In2 
十 5 是 同一 曲面 . 27,5%, 为 同一 曲面 ， 亦 即 由 
FDF, BRF =F p» 
KRAMAR h. EE l2, 


$4. 中 心 鞍 点 型 


定理 1.3 设 方程 组 (1.1) 为 中 心 通 点 型 ， 则 只 有 两 张 积分 
MAA 二 2 二 0， 没 有 孤立 极限 曲面 . 

证 明 HF Im(4)=0, Re(4)>0,1X 4 + —1, ik A, hz, 
因此 (3.6) 及 (1.9) 成 立 ， 并 取 下 形 ， 
wW(2)"=const,  a>0 (1.15) 
及 | 

Re” (p e'*)”=const, a>0 (1.16) 

BA, U=0 及 2=0 为 两 张 积 分 曲面 且 过 奇 点 (Ww，z) 二 (0,0). 

由 (1.16) 知 ，ZRp*= 二 co0onst， 当 此 常数 不 为 零 时 ， 


Roe=]|c| +0, 
MEPR Min(R +p). 事实 上 ， 在 极 小 值 处 有 
R+) o 7 dB 
-p AA Roth 
_dle|_d dN me daR a a=] — — ns 看 一 了 
0 一 -六 =i (Re)= p Tt R=-—p+ap R. 


故 p=aR, R(aR)"= lol, rR=(de yer, 


pa( el) 
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故 Min(R+ p)= (del 7140), 


DNA ESA AA Cw 2)=(0, 0), 

下 面 证 明 不 存在 孤立 极限 曲面 。 

任 取 两 张 积分 曲面 A, : W= WZ =e. 如 果 leo| 大 
lels MU Ripi= |e] zc 一 及 2p3， 故 互相 不 为 极限 曲面 。， 即 
FDF FPF.. 

4lce,[=|c, 1H, MXS a 为 无 理 数 及 有 理 数 ， 

当 4 为 无 理 数 ， 则 pi +a gh, =const 及 p+ a h,= const HE H 
ECH, Pp) (mod 2%) 上 处 处 稠密 ， 亦 即 

F ,IF,, FL,» 
故 无 孤立 极限 积分 曲面 . 

Ma 为 有 理 数 ， Mb, +a 中 ,一 const Eb, +4 q, =const 在 环 面 
Gb, $) (mod 2z) 上 为 有 限 长 的 闭 曲 线 ， 因 此 或 者 重合 ， 或 者 互 
MERSER, WERKT =F» REF DI, FPF., 
故 亦 无 孤立 极限 积分 曲面 。 定 理 1.3 证 毕 。 


$5. 简单 的 小 结 
对 于 | 
dw _ aw+fBz a B 
de — yw+d8z” | | +0 
ITA È |E (a 99) (að =0 
y SA =/*— (440) ( — By)= , 
= (à — A1) (A — Aada 
A^ 
=> 


则 可 分 为 三 种 类 型 ， 
es。 50 。 


积分 曲面 族 的 拓扑 结构 
过 奇 点 的 积分 曲面 | 孤立 极限 积分 曲面 
焦点 型 | Im( 4) *0 | 所 有 的 积分 曲面 | 有 且 只 有 两 张 
Im(4)=0 


类 型 | 解析 判 据 


结 点 型 


E A 


Re(l /A)<0 


A 


$1. 分 类 


e awt Bz+W,(w, 2) 
| (2.1) 


E yt d2+L2¿(w) 2) 


在 奇 点 (0，0) 附 近 的 积分 曲面 的 拓扑 结构 。 其 中 Wa(w, z), 
Z ¿(0 2) 为 y 2 二 次 以 上 的 项 。 
本 章 研 究 Wow 2)K Zw, 2z) 对 于 拓 盾 结构 的 影响 。 仍 设 


að — By +0 (2.2) 
“一 B =1+ pr+g=0 (2.3) 

Y 9-—A 

两 特征 根 为 A kdd. EX 
A= A/h. (2.4) 


对 于 (1.1) 的 奇 点 (0,0)， 分 为 三 类 ， 

(i) Im(A) 关 0， 仍 称 “ 焦 点 型 ”; 

(11) Im(A)=0，Re( A)<0， 仍 称 “ 结 点 型 ”， 

Cii) Im(4)=0, Re(4)>0, Mir ERE”. | 

对 于 00—By=0 之 情形 ， 则 称 为 高 次 奇 点 ， 可 以 看 作 一 次 奇 
。52 。 


AD “LE”. | 
以 下 将 分 别 研 究 高 次 项 对 于 拓扑 结构 的 影响 。 


$2. 焦点 型 
定理 2.1 对 于 焦点 型 高 次 项 不 影响 奇 点 附近 积分 曲面 族 的 
证 明 焦点 型 有 Im(A) 了 0， 故 入 天 加 ， 可 经 过 非 奇 异 的 线 
性 变换 将 方程 组 (2.1) 化 为 


Se =Mw+P(u, 7), 
其 中 


ca =z + Q(w, 2), (2.5) 
P(w, 2)= A, Piru z’, 
Qw, 2)= PR quoi, / (2.6) 


在 (w， 2)=(0, 0) PDE. | 
下 面 证 明 ， 一 定 存在 变换 
w=f+ 2, crea, 


0 2=N+ E, difin, (2.7) 
使 得 (1.5) 化 为 方程 组 
dê dh 
志方 一 和 ae， rh (2.8) 


则 由 前 一 章 的 定理 1.1 即 可 得 结论 。 
现在 证 明 归 结 为 级 数 (2.7) 的 存在 性 和 收敛 性 。 首 先 证 明 6ci 
及 da 的 存在 性 。 为 此 ， 将 (2.5) 写 成 


芭 2, Pia =P (ws 2), 


(2.9) 
GT Àz 一 ¿Le gia =Q (o, 2) 


。53 。 


将 (2.7) 代 入 (2.9)， 并 利用 (2.8) ， 将 (2.9) 163 ER n RR 
数 ， 得 到 关系 
D 1G-DA + oi 
=P(E+ Donli, n+ San), 
E, A+ DARE 
i =Q(E+ 2167, n+ Sdné) . 


求 和 中 的 Js 满足 条 件 : 
j, k=0, 1, 2-5 IJ+£k>2, 
出 于 Im(4)%0, i 
(3=1D)A,+h2,%0, jh (k— 1) +0, 
另 一 方面 PCw，z)，Q@(w，2z) 为 w，z 的 二 次 以 上 的 项 ， 故 依 
9 二 大 之 次 序 展开 ， 对 于 ËP 的 系数 有 关系 ; 
入 GD 和 用 je 一 已 经 来 出 的 数 的 组 合 ， 
{和 十 (8 一 1) 和 As}Q;; 二 已 经 求 出 的 数 的 组 合 ， 
由 此 ，6js 及 dis 可 以 依次 唯一 决定 。 
注意 到 Im( 4) 关 0， 故 在 % 复 平面 上 ，》, 及 % 的 联 线 不 过 
原点 。 由 原点 到 此 联 线 的 最 短 距离 为 *， 则 有 . 
tu DA tbl >s(j+h-1D), 
17 和 十 (8 一 1)X |>s(3+4-1), 
对 于 J，% 二 0,1,2,… ;JI 十 上 之 2 成 立 。 
1% P(w, 2), Qu, 2)1Elw|<R, |z| 委 攻 中 正则 ， 并 可 有 
M>, EL |w|<R, |2[<R, AlP(w,2)|<M, |Q(w,z) |< 
MM。 则 由 柯 西 系数 定理 知 


22.10 


(2,11) 


(2,12) 


M 
| Pia | <p (95, | <= Ln 


HP. QE [el+lil<R RKA% 
. 54. 


| jw lil zl S (_lel+lz 
A Rm <M E oR ) 
1 jwl+lz 
= M| doo AA] LA 
- FT Ro o] 
Re 
o1 U 
K(U)=M| 1 5l. 


(2.9) 利 用 (2.7) 及 (2.8) 相 当 于 偏 微分 方程 组 


0 
JE A E+ a A w=Pu, 2), 
O: A 2- 


则 利用 (2.12) 及 (2.13) 可 作 (2.14) 的 长 方程 组 


dw* Ow* RA ¿yy? * 
NE R Kat, 


OZ” OBRAR 
s ( BE E tag TP )=K co +27). 


其 解 为 
| taa 
2=9 + >d 7,57 
显然 有 Icjl Cs» |d| SdF ¿> 
故 只 须 研究 (2.16) 之 收敛 性 。 则 定理 2.1 得 证 ，。 
0: dj: 由 方程 组 
> si(a-1)+8r05 ein Ku +2*), 
Satar par t= K (w* + 2%), 
而 定 。 
命 U =w* + 2*, V=£+m, 


(2. 


(2. 


(2 


(2. 


13) 


14) 


. 15) 


16). 


.17) 


.18) 


则 (2.15) 及 (2.16) 化 为 


əU e U 。， 


及 U=V + S(t “En. 
UA V =+ 25%, $ 
eU _ ôU _ dU 
BE ðn) dv: 
因此 ，(2.20) 可 化 为 常 微分 方程 


dU \ 
s (y Y-U)=2K(0). 


下 面 求 (2.22) 的 下 形 之 解 ， 
U = V 十 Dor’, 


则 有 

¿SEDA Y =2K (V + FeV’) ， 
则 O>0j:>0, c>} 0 (j+k=l). 
(2.20) X AH 


s(y-2)=2K (y) 
来 如 以 控制 ， 其 中 | 
y=3+ Drt, 
则 显然 有 
Thik). 
而 (2.27) 则 可 由 (2.26) 
sy=s8s:+2K (y) 


e 56 + 


(2. 
(2. 


(2. 


20) 


21) 


22) 


.23) 


.24) 


,25) 
.26) 


.27) 


.28) 


直接 解 得 


8 + 只 -Wo 一 (8 28? a+ ra 
y= 2M 
tE) 
展开 后 得 到 。(2.27) 在 
LL) = 4M 5 a 一 1 | 
HU, EM 2.1 得 证 。 
$3. 结 点 型 


结 点 型 的 情况 比较 复杂 ， 当 MAA 时 ， 仍 可 化 为 (2.5) 之 形 


Ho 即 

Mm w+ P(w, 2), yr -r = MZ tC o 2), (2.29) 
而 当 A =4, 时 ， 要 分 别 化 为 两 种 类 型 ， 即 

-fn =0+P (0, 2), Fr =2+Q(0, 2), (2.30) 
及 

= 2), -S =+ Qw, 2), (2.31) 


定理 2.2 对 于 结 点 型 ， 如 果 A/A R A/h 均 不 为 正 整 数 ， 
则 高 次 项 不 影响 奇 点 附近 积分 曲面 族 的 拓扑 结构 。 
证 明 对 于 结 点 型 ， 和 /和 ,>0， 故 在 入 复 平 面 上 ， 和 及 入 之 
联 线 不 过 原点 ， 但 联 线 之 延长 线 过 原点 。 因 此 ， 在 条 件 J， 
k=0, 1, 2, +; 十 1P2 下 XIR 2M/% 及 和 /A 均 不 为 正 整 
数 ， 故 有 | 
[Ds (2.32) 
JA + (H—1)A,¿+0, ( 


. 57 > 


XEBNC(-1D4,+11,=0 RA J=0 及 入 /和 二 8 之 2 ， 及 jt 
(£-1)2,=0 只 有 =0 及 和 /和 一 7 之 2。 由 此 ， 仍 可 由 (2.11) 唯 
一 地 依次 解 出 cj;; 及 djs。 
其 次 ， 当 j-1>0, £>0, j+>2, Mi 
(9 一 DA +A, 
I+k—1 
Y 7 一 0， k>2, oj 
. | —A tki 
timit] 


k 001 


[>min( |M, lA, D, 


= [Az | >0. 


故 可 有 正 整 数 % 存在 ， 使 当 如 >>% 有 
| 一 入 | + Ah, > l^ | 
`— 1+kk 全 2 ， 
而 对 有 限 个 %， 2<A<k 9) MER 


一 入 | 十 kha 


故 可 有 


5 一 min( [M l, lA] [—A+2% 


2” —1+2 
使 得 ， 在 条 件 Jk=0,1,2,-"5; ¡+h>2 下 | 
| (5 一 DDN 十 Na 之 si(7 二 8 一 1). (2.33) 
同 理 可 以 求 出 s:>0 使 得 在 上 述 条 件 下 ， 
[jà + (k-11) [>s j +k-1). (2.34) 
取 s=min(s¡, 8:)>0, M(2.12)Í 32, XÉ, EFE 2.1 的 证 法 
全 部 可 以 照 用 。 定 理 2.2 证 毕 。 | 
定理 2.3 对 于 结 点 型 ， 如 果 A =0% R A =00k/, n>l, MM 
高 次 项 亦 不 影响 奇 点 附近 的 积分 曲面 族 的 拓扑 结构 。 
证 明 只 需 研 究 入 一 WW,，% 之 1 的 情形 即 可 ， 因 两 特征 根 的 
标号 并 无 特别 意义 。 | 
这 时 证 明 的 困难 在 于 ， 当 j=0, k=n>1 时 ， 关 系 (2.11) 中 
e 58 + 


> bd —1+k, 


>o 


FO 


的 co 的 系数 为 零 ， 因 此 ，euw 不 能 决定 ， 这 一 式 可 能 不 满足 
为 了 克服 这 一 困难 ， 将 方程 组 (2.8) 改 为 


Et a, == «Ye (2.35) 
则 对 于 (2.7) 中 j=0, k=n—HAXA 
0=(—2,+n4,) 0. =-—0+ ERA, 
由 此 可 定 出 ec， 并 可 取 Com. 其 他 项 照 算 。 则 除 j=0, h=n — - 
外 ， 对 于 )，% 二 0,1,2,…;j 十 8 之 2， 一 定 存在 S>0, w 
[Cj— 1) + 1>s(j+4—1), 
[A+ (A—1)A,] >s( +1), 
长 方程 (2.18) 将 改 成 
s DOG +k—1)e} gn 
二 | 他 十] Djo n+ KE (w*+2*), 


| (2.36) 
PAD 1) de 
= ¡aj Et), 
I, b=0,1,2,...; 7 十 8 之 2。 
显然 有 
C k>a l, di>d4>0, (2.37) 
关系 (2.36) 是 由 偏 微分 方程 组 
du* n Oi:U* 
-Be (se— lala") Ha sy=8w*4 K(w*4 2%), 
Fa (2.38) 


Te (s&— laln") + 97 sy=82%*4+K (w 42%), 
经 过 代 换 
w* 一 8+ 色 , 5700 2 一 7 十 他， diig’ (2.39) 
得 到 的 。 

对 (2.38) 再 作 长 方程 组 
| | . 59. 


r (sẸ— lal (E+) ) + Ssn 


=3u*+K(wt+2*), 
其 省 
o (Em Jal (E+7)") + en 
=824K(wt+428, 


在 (2.40) 中 命 
U=w*+2*, V=Éé+9 则 得 


GE- lal V”) + E sq=sU +2K (U) 


求 U=U(V) Z fB, 则 
dU 06U _ əU 
dV JE 3q” 
故 由 (2.41) 有 
Py (sy — jlalVN)=sU +2k(0) . 


这 是 过 对 六 的 常 微分 方程 ， 可 用 


U=V + Se V" 
EN 
代入 求解 ， 即 
U=(8+m + 之 or 十 四) 
=+9+ Y epf 
¡%T>3 
则 eit] 120, ea2dj¡¿>0, 


要 求 oj ， 可 将 (2.43) 之 口 代入 (2.42) 则 有 
> 

[la PAR E VEV + 30) 
Sooo a lal Ve 


e 60 。 


(2.40) 


(2.41) 


(2.42) 


(2.43) 


(2.44) 


(2.45) 


双方 对 及 展 成 寡 级 数 ， 双 方 系数 均 为 正 数 ， 故 依次 可 以 定 出 c 
(1>2), 

为 了 简单 计 ， 还 可 以 用 代数 方程 来 控制 (2， 45), 即将 方程 左 
201 1(1>2H1A% A 
[a] V "1U +2K(U) 


a va 
Ya y [一 二 g 
a| V"! U +2M — 1 -5 
IF | 
= 一 一 一 二 Ore (2.46) 
这 是 万 的 二 次 方程 ， 由 它 可 解 出 一 解 为 
opri A A. Dr RAN 
则 显然 有 É i 
f.>0,>0, (2.48) 
RREA TBC? 43) RE IE IC, MIRAS REA 
(2.35) 的 形式 。 


E= a=0 了 时， 已 经 证 明 。 
当 a0 时 ， (2. 35) 有 通 积分 


g= vaate], o (2.49) 


可 以 验证 上 FARI ?曲面 到 原点 ， 并 且 没 有 于 立 极限 积分 曲面 
定理 2.3 证 毕 。 

”定理 2.4 ”对 于 结 点 型 ， 当 入 二 入 9， 并 为 (2.30) 的 类 型 ， 则 
高 次 项 不 影响 麻 点 附近 积分 曲面 族 的 拓扑 结构 。 

=o .证明 -从 G2.11) 可 见 Cis 及 gyi 的 系数 

G—DA + kbàa= (J +k—1)à +0, 

bo sja t (6D =(G+k-1)A,%0, 
并 可 取 s= |M |， 则 不 等 式 


(=D + Mm |>i(j+%-1 
JA, + (£—1)A, | >8s(9+-—1) 
对 + 4>2 自动 满足 。 因 此 ，(2.33) 经 (2.43) 可 化 为 


de 
LM, A nn. 


故 寄 点 附近 所 有 积分 曲面 到 原点 ， 但 没有 孤立 极限 积分 曲面 。 定 
理 2.4 证 毕 ， 

定理 2.5 对 于 绪 点 型 ， 如 果 能 化 为 

dw dz 

aT aT 

P(w, 2)= 之 Pa 在 原点 附近 收 仿 ， 则 了 了 (w，z) 也 不 
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曲面 到 奇 点 ， 并 且 没 有 孤立 极限 积分 曲面 。 
证 明 用 代 换 


— r =w+24P(w, 2), =z. (2.50) 


o 2 一 2 ， (2.81) 
则 方程 组 (2.50) 可 化 为 
dw _2w+27+2P wm) _2w+ R(w,1) 
Y , 


2,52 
T e (2.52) 


其 中 Rew, H wn 的 二 次 以 上 的 项 ，(2.52) 是 入 二 2， 和 ,==1 即 
入 | 二 2A。，。 BN A1/4¿=2>1, 由 定理 2,3 知 对 于 (2.52)， 在 (ws n) 
一 (0,0) 附 近 ， 所 有 积分 曲面 到 (wz) 二 (0, 0)， 因 此 在 (wz)= 
(0，0) 附 近 (2.50) 的 所 有 积分 曲面 到 (%，2) 一 (0，0)。(2.52) 在 
(wx，2) 一 (0，0) 附 近 没 有 孤立 极限 积分 曲面 ， 而 (2.51) 不 改变 闭 
包 的 性 质 ， 因 此 ，(2.50) 在 (ooyz) 王 (0,0) 附 近 也 没有 孤立 极限 积 
分 曲面 。 故 PCw，z) 不 改变 奇 点 附近 积分 曲面 族 的 拓扑 性 质 。 定 
理 2.5 证 毕 。 

对 于 结 点 型 只 余下 一 种 情形 ， 即 (2.34) 的 一 般 情 形 。 当 此 情 
形 ， 则 (2.35) 将 及 二 入 二 n= 二 1,' 由 此 也 决定 出 4 二 1。 这 时 方程 

. 62 + 


(2.42 113 


LO -(s1)V=8U +2K(U), 
这 个 方程 没有 (2.43) 形 
U=V+ Sar 

的 解 。 情 况 有 待 进 一 步 研 究 。 

总 结 上 面 四 个 定理 可 得 ， 

定理 2.6 ”对 于 结 点 型 ,除了 一 种 情形 例外 ,一 般 高 次 项 均 麻 
影响 奇 点 附近 积分 曲面 族 的 拓扑 结构 。 例 外 情形 为 人 三 和 es， 并 
且 是 (2.34) 中 不 能 化 为 (2.50) 的 类 型 。 这 是 结 点 型 的 临界 情形 。 


$4. 临 + 型 


定理 2.7 对 于 (2.1)， du Imc4)=0, (E Re(4)>0, 
则 有 两 张 积 分 曲面 过 奇 点 (wz) 一 (0,0)。 
证 明 这 时 方程 组 (2.1) 经 非 奇 异 线性 变换 ， 可 以 化 为 
EA = — Aw+ P(w, 2), = =¿+Q(u, 2), (2.53) 
RHAD; 己 ，@ 为 高 次 项 。 
P(wyz)= Pinot, g= 2 quiz, (2.54) 
则 一 定 存 在 正则 解 
w=w(2)= > ez, (2.55) 


为 了 证 明 这 一 点 ， 可 令 
== 代入 (2.53) 并 消去 4T， 则 有 


_ Jj+h f sitk 
des _ E (一 人 Dwiz 十 PA Pwilz e Juwi 
2 212+ wi get 
[z+ ar 


(—A-Dlu tz: Y rola 
¡+0 


— 
re IA 


2 
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_(-4-D)w+2R(o,, 2) (2.56) 


现 以 
w, 一 Ss ej2ii (2. 57) 


代入 (2.56)， 则 有 
《2 一 1)c* 十 (3 一 1)csz 十 (4 一 1)c.22 十 … 
一 (一 4 一 1c: 十 (一 4 一 1)cs2 十 (一 4 一 1)c422 十 … 


+ R(X oz, 2) 


(2+ A)ca+ (3+ A)eaz + (4+ 4)c0,2?+ 
p 二 To 十 2 十 ?22 + a 
因此 ， 依 次 可 以 唯一 ARE on + ARCA 
Yo 
AS 对 于 Ro, 2) 取 一 个 长 函数 : 例如 
l M : 
Mw) = UFF. 
R ” 
则 由 长 方程 | 
M 
1 _Uz+:2 
R 


(2+ A)U=M(Uz,z) = 


得 到 之 二 次 方程 ， 其 一 解 为， 
DJ 一 j2+ aDU-F) 


_ Aa /2(2+ 03 


= tiy + Uaz + UZ? +“ 


其 中 ww 二 和/ (2+ A). 有 长 方程 的 性 质 可 和 
。 64 o 


u>|c,|>0 (3=2,3,"), 
这 个 级 数 在 
lz] < |z|- =R4(2+ 4)+2M-2V/ M+M QOF A) }/(2+ 4) 
中 收敛 。 故 (2.55) 为 一 正则 解 。 显 然 ， 当 2>0, H w>0, HX 
一 积分 曲面 过 奇 点 (0,0) 。 
以 TT/= 一 AT， 则 (2.,53) 可 化 为 
IS 
pr ="0 +- Pee) ). (2.58) 
由 于 1/4>0, (2.58) 与 (2.53) 之 性 质 相同 ， 只 不 过 将 ? 5w 
对 调 。 同 理 可 以 证 明 ， 存 在 正则 解 
| 2=2(w) =d ue? 4 daw? dt... (2.59) 
XLE— AA CO, ORR. 
因此 ， 有 两 张 到 奇 点 (0,0) 的 积分 曲面 ， 并 且 在 奇 点 是 正则 
的 。 定 理 2.7 1%, | 
注意 ， 在 实 域 的 鞍点 附近 求 (2.55) 及 (2.58)， 则 可 见 所 有 的 
cj 及 轧 都 是 实数 。(2.55) 及 (2.58) 表 示 过 实 贡 点 的 两 条 实 曲线 
的 方程 


$5. 简单 的 小 结 
对 于 方程 组 


dw 


dT =aw+ B2 + P(w,z2), 


dz _ 
-gp Yw+02+ Q(rw,z), 


aô — By +0, P, Q 为 非 线 性 项 ， 
GE 一 和 AB 


aa AIR AJO, 
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4 一 一 和 /入 2， 
则 可 依 性 质 分 为 三 类 ， 


奇 点 附近 积分 曲面 族 的 拓扑 结构 
.类 型 | 解析 判 据 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 
过 奇 点 的 曲面 AAA hN 
焦点 型 | Im(L4) +0 | 所 有 的 曲面 A MARA 
结 点 型 | Im(4)=0 
Re(4)<0 所 有 的 曲面 | 没有 
(Re(4)=- 1 
中 初等 因子 为 1 


个 ， 并 不 能 化 为 
(2.50) 的 情况 除 


外 ) A 
临界 型 | Im(4)=0 | 至 少 有 两 张 ”| 由 高 次 项 决定 
Re(4)>0 | 
下 面 将 转 入 高 阶 焦 点 的 研究 。 


s 66 。 


$1. 焦点 的 阶 数 
下 面 研究 实 方程 组 
dx dy 
dé =Yy+P(2, Y), ao +A» (3. 1) 


其 中 (x,y)，Q(7,9y) 为 高 次 项 。 为 了 判定 奇 点 (0,0) 是 中 心 或 
焦点 ， 庞 加 菜 和 李 雅 普 诺 夫 已 经 发 展 了 一 整套 的 方法 。 

现 将 庞 加 莱 的 算法 简 述 如 下 : 

将 (3.1) 写 成 展开 式 ， 

de (a y) +X, Hoy XA Xs 十 …， 


di (3.1) 
Y =Y (z,9)=F, +Y, + =-—-24+Y,4Y 3+ 
Xp Y ¡2% 2 之 了 次 齐 次 多 项 式 。 
取 一 形式 级 数 
F(T, y)=F (£, YJE (T, y)+- | 
=(x2 +y) +F (2, Y+ (3.2) 
研究 形式 表示 
Blz, y A Ay Y 
o oF, = 2 
SANA) HA AS Y) 


. 67 e 


=S 9 (xi SY). 8.3) 


n=8 i>2, i> Ox Oy 
引入 记号 
or, OF ix 
Di = az A Sy > k9 
便 有 


Dlr, =È Y Da, 
MERR F y, F,, Fi HED=0, 依次 对 m9 一 3，4，5，… 将 
上 式 右 方 之 项 置 为 零 ， 即 有 

D¿,=0, 

D,,=—D, 

D,,=-—Dy, —OD,, , 


$46 4... - 


上 面 的 第 一 式 目 动 成 立 ， 即 


O 2 2 万 2 -2 
P =A tD A (a), 


2 + 


以 后 各 式 ， 依 次 是 Fas Fao 所 满足 的 偏 微分 方程 。 这 里 ， 左 
方 Dos 是 Fo, 的 函数 , 右 方 则 为 VT 9 F, 的 函数 。 
因此 ， 依 次 解 这 一 系列 的 方程 ， 则 右 方 均 为 已 知 。 故 要 求解 的 方 
程 的 一 般 形 式 为 : 


9F, 3 
y a 7? Oy =H. (3.4) 


其 中 F, 是 符 求 的 2 2 的 9 次 齐 次 多 项 式 ， 瑟 .是 已 知 的 2, 2 的 
2 次 齐 次 多 项 式 。 现 在 要 解 出 Fe Hio BAM 
L=pPC08w, Y=pP8IM0w, 
则 可 得 
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IF a2F ar 
Ya y E 


以 及 
Ppplo), Hho). 
将 YV(2) 及 风 (20) 展 为 三 角 多 项 式 ， 即 
p(0)=24,008 kw + XB, sin tc, 
yc) = 204008 kw + 20, sin kow, 
此 处 当 9 为 奇数 时 ， 则 b=1, 3, 5, =, q—2, 93 而 当 9 为 偶 
数 时 ， Mij k=0, 2, 4, 6, "9 q-2, qe 值得 注意 的 是 ， 当 9 为 
BE), k=0 tjs yw) A co 之 项 。 
现在 (3.4) 可 化 为 


这 个 方程 对 p(w) 有 解 之 充 要 条 件 是 由 (ww) 不 具有 常数 项 ， 亦 即 
Co 一 0。 


这 是 因为 “2 ,@) 不 具 常 数 项 ， 故 p(w) 有 解 之 必要 条 件 为 水 (w) 也 
个 其 毅 数 项 ， 反 之 ， 当 由 (o) 不 具 常 数 项 ， 则 可 以 求 出 Ass B, 如 


F: 
d= BL, o) 

A k=0, B, DEW, As 取 任 何 数 均 可 ， 这 就 证 明 了 Oo 一 0 是 

p(w) 有 解 之 充分 条 件 。 


当 9 为 奇数 ， 则 加 只 取 1，3，5，…，9 等 奇数 ， 故 Cu 自然 
为 等 ， 因 此 poA, MAM E VAR. 
HET) HUA) X Fa Pisos Foi 均 已 解 出 时 ， 
则 F, 亦 可 解 出 。 
当 9 为 偶数 ， 又 Fo Fis Fo. 3 已 解 出 时 ， 如 果 Co 一 0， 
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Y (0) yA) =0 


无 解 。 但 方程 
du 


有 解 plo), REE 


b (k=2, 4, ta q)» 


及 4 为 任何 常数 均 可 。 这 个 方程 等 价 于 


H,- a, Y O (a+) r, 


Ox ov 
现在 ， 在 实 域 中 可 证 方程 (3.1) 在 某 一 个 Co #0 的 条 件 下 是 

一 个 实 焦点 。 为 此 ， 只 需 取 函 数 | 

GC, Y=FP 4 Fatet Fos 
MU LSO, 不 足够 小 时 ， 在 原点 附近 
G(x, Y)=h 
AGC, Y) _ 
di 


OLE YI LL MD 


HAD 是 XY，Y 的 4+1 次 以 上 的 项 。 

这 式 表明 , 当 某 一 0。 关 0， 则 (3.1) 在 原点 是 焦点 ,9/2 称 为 这 
个 焦点 的 阶 。 

如 果 对 所 有 的 偶数 9 ，Cos=0， 则 (3.1) 在 原点 是 中 心 。 


$2. 复 域 的 处 理 


下 面 转 入 复 域 的 解析 形式 的 处 理 方法 。 
对 于 实 方程 组 
，70 。 


dz _ dy 
-gp Yt P(T, Y, Ae + QU, Y). (3.1) 


求 两 个 函数 
PDT, y)=(z+ iy) + Fz, Y)+EF(2, y+ (3.5) 
M2, Y)=(—1) +M, (2, Y+M¿(Z, Y)+, (3.6) 
使 得 5 de, 35 dy 
di dx di dy di 


oP 2D 
=- (yY+P)+ By (AF) 


=MO, (3.7) 
双方 按司 次 赛 相 等 ， 即 有 一 系列 等 式 
1 次 2 一 22 一 一 4(X 十 221)， 
2 次 y ia 7 SS (24 04)M,+ R,(Z, y), 
、 oF oF . . 
3 次 Y zz 一 gy PIP: (+ 4 M, + R(T, Y)», 
OF ,+ F ari 


(a+ DR Y a T 2 HiFi 
= (L+ 0Y)M, +R. (5, Y), 

这 里 R(T, VAL Y 之 了 次 齐 次 多 项 式 ， 并 由 前 面 的 方程 所 决 
定 ， 故 依次 解 此 方程 组 时 为 已 知 的 。 .+1s 必 ,是 要 同时 求 出 的 。 

为 此 ， 同 样 可 命 

2 一 Pocosm， Y ==PSINw, 

代入 则 有 

F =pp,(w), M¿- =P" im, (w), R¿=ph,(w), 
则 方程 组 化 为 


Ple) + Tp, lo) =e "mm, (a) + (ww), 
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Lp (oe = — Mg. (0) baje", | 


此 处 
P(o) = Acos hw + 7B,sinkoo, 
p(o) = 20400340 + 2D, sinko, 
/一 和， q—2, q—4, +, 15 (4 HFX) 
k=q, q—2, q—4, Tta 0, (34 9 为 偶数 ) 

当 g 为 偶数 时 ，(X 一 %y)R,(T，9) 为 奇 次 方 ，M,_1(%， YA 
奇 次 方 , 故 册 (ww)e~” 及 ms-1(w) 没 有 常数 项 。 此 时 可 取 Mg. =0 
EM,- ¡=0, HE A | 

Peo)= er | y (dera 
为 三 角 多 项 式 。 

当 4 为 奇数 ， 则 (2 一 42) RS, Y Kk M,- (2, y) 为 偶 次 齐 
次 式 ， 

(oo)2 一 一 Co 二 (ao 的 三 角 多 项 式 )， | 
故 可 取 Meg- (w) =— O's Bn Maim Oty E 由 此 可 以 
求 出 | 

pto) =e" | 10, pa) do, 


这 样 便 可 以 将 pe(ow) 及 ms-1(o) 唯 一 地 决定 下 来 ， 从 而 可 以 得 到 


D=(L+iy)+ F(2,Y) + F(T,Y) + (3.8) 
MO OL (3.9) 
使 得 
dd 
a TMP. 


kE, WA 
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以 及 


0D) =(M4+M)08 
— (2 È Re(C,1)(2 +y2)00, (3.10) 
由 此 可 见 ， 当 Re(O,)=0, (6 一 [，2，3，…)， 则 有 
d — 
a (25)=0, 
这 时 得 到 中 心 。 


如 果 Re(O,i) 不 全 为 零 ， 设 第 一 个 不 为 零 的 是 Re(C;,)， 则 
这 个 焦点 的 阶 即 为 8， 
算 例如 下 : 


Y + 1124 mxy+ y, LL a (14 02409) 


有 
一 CO:= 交 {m(1+ 1) —a(b+21)) 


+3 ¿tma—m*- 100? 4501 —b*-41%4b-—101—10), 


mu 
Re(C,)= -hAm(1+ 1) —a(b +21) }. 


下 一 步 可 以 再 向 前 进一步 ， 即 要 求 两 个 函数 
D(z + iy) + Proy) + Poy) +“, 
M=(—3)4+0,(BD)40,(DD)*4---, 

使 得 
do 


ar TP. 
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XEHE, RIVERA DO == y, 即 可 依次 决定 
Fo Pa Co Fas Fo Cu we 


由 此 即 有 
È =1-4+0, (DD) +0,(DD)?+--D, 
及 
e =(5+0,.(0b)+0,(0D):+..,8, 
aoe 
4g 5) =243 Re(O.) (£6)*} (DD), 
及 


-In (0/8) =24(-1+ > m(n) (DD). 
消去 di 得 到 
ao ,Bee oD / 
din(D/D) q 3 Im(0,)(8 hy 
当 Re(Ca) 不 全 为 零 ， 第 一 个 不 为 零 之 数 8。， 有 


Re(CC2 ren) 


i 
KPP) ¿(DD "Re(C,s) IAS 


din(D/5) 1— > Im(0,) (8 By 


¿Re(C¿Ydln(D/D) 
=(14+d,(08) +d,(05)2+..., OD) 
(DN + * 
积分 后 可 有 


es。 T4 e 


-1 ln (GG) 
(OD) (k—1) (80): (DP) 


+ d+, (D D) 十 drer PPX … 一 Ci [B/D] Rear), 


2 
由 此 可 以 总 结 为 
定理 3.1 对 于 实 系统 的 人 阶 焦点 (8 之 1)， 在 焦点 附近 的 解 
析 表 达 形 式 可 以 写成 下 面 的 典型 形式 
(DH y: (D/D) Tine Car ) expi— l 


(DD) 


[1+ 34400) || 


dı NI- == ue 
=C exp $ | (0D) l =C0(1+ ). (3.11) 


方程 右 方 在 奇 点 附近 解析 ，C 为 任意 常数 。 
注意 ， 这 里 不 需要 展 到 无 限 项 ， 只 要 算 到 d 及 Cs 即 可 。 
了 芝 里 中 是 Co 的 函数 ，1 委 1 好 。 具 体 计 算 ， 由 关系 


1- Y Im(0,)(0 8) 
¡== 1 


e Re(C En A 
1+ 3 RelO ) (08 y 


=14+ N da, (90 y 
l=1 


RH. FL, 
当 Re(0,)40, 45 d,=—Im(C,)—Re(C,)/Re(O,), 
4 Re(C¿)=0, Re(C,) +0, A 
Re(Oo)_, ( Re(Os) y _ Re(O») 


da= ~ Im(0.) +m (CRO ReO) ReO) 
一 般 地 ， 当 Re(C,)=-""=Re(C, ¿.1,)=0, Re(C¿1) +0, $ 
Re(C a) 


d= —Im(0,)++*- Relan) e. 
这 里 可 见 。Qs 涉及 Re(O4) 及 Ima). 


di 之 值 是 否 为 零 是 很 重要 的 。 当 二 0， 则 高 阶 焦 点 外 不 能 
再 有 环 收缩 到 它 ， 即 阶 数 不 能 再 增加 。 而 当 叹 关 0, 则 有 可 能 增加 
阶 数 。 这 将 在 下 一 篇 加 以 研究 。 下 面 举 几 个 例 来 说 明 。 


例 1 de =Y + 2(10%4 y, Y a Nr. 
dí di 
WE - D=I44Y, M=-¿+00, 
k=1, C,=1, Q= , d,=0, 
这 个 高 阶 焦点 外 无 环 ， 不 能 升 阶 。 


Bi 2 AE myt e(a tyt) (ayit), 
LY = wt yag) (ye), d92>/0, 
则 有 B=2+ iy, M=-i-0(00)+(00), 
k=l, C¿==0*, C, =1, d 一 1 +0. 


02 
这 时 在 高 阶 焦点 外 有 环 ， 奇 点 有 可 能 升 阶 。 

注意 ， 以 十 38 代 一 XY 则 系统 没有 实 环 ; 因 此 ,由 可 能 性 变 为 现 
” 实 性 还 要 看 其 他 条 件 。 命 5=0 ， 有 

例 3 Frytet), a yr, 
则 有 DG=%+ iY, M= -i+( 6®)’, 

k=2, 0,=0, C,=1, Mm=0, C¿=0, d,=0, 
奇 点 升 阶 了 ， 但 奇 点 外 无 环 。 

定理 3.2 对 于 实 系统 的 阶 焦点 (8% 之 1)， 在 奇 点 附近 的 积 
分 曲线 均 过 奇 点 ， | 

证 明 ”由 定理 3.1 知 B=0 及 D= HH 4, 4040, 
D0, MHC(3.11)HK3 040,00, Mi D=Re'?, M D=Re”*”, 
(3.11) 化 为 


es 716 « 


Pd expf2Re(C Ý} mee mel 十 Zl 1) dq, R” Y 
= exp]. | s 


an. 
给 定 R, 则 因 Be(O.a) +0, 故 岂 唯一 RE, 23171 +1y1>0, 
则 R>0, HEE 
Rom exp f- rialit D(a Re f>, a>, 


II A 


Tr hf— lb 
Bn 2Re(Cal yoo. RIMA. E 3.2 114, 
和 注意， 要 研究 积分 曲面 ， 则 应 将 (Z，2) 换 为 复数 (w，2)。 这 
ED, M, WHA 
B =(wtiz)+ P w, 2)+ Elw, 2)+>, 
M, =— 3+0, (w+ 2?) + Ow + z2) + 
1D, M, MEREKA 
D,=(w—-i2) + Flw, 24 Faw, 2)++ 
M, =i + 0,0424 0,(0+ 22)24 
这 里 Fw, DERE Os) DRAMA AAA, (El w,z 不 
MAA BER, 2. HF F 是 多 项 式 ， 也 可 写成 
F,(w, 23 =F,(0, 2). 
这 样 ， 对 于 定理 3.1 也 可 在 复 域 中 表述 为 
定理 3.3 对 于 实 系 统 的 8 阶 焦点 (之 1)， 契 焦点 附近 的 复 
域 的 解析 表达 形式 可 以 写成 下 面 的 典型 形式 
(DD) es e (D/P) EC e 
[1+ > E aD 0y Y 


t=1 


eml = 

HDD)" 
NA 

=C-expi Y (2D) Y =0 (14). (3.12) 
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方程 右 方 在 麻 点 附近 解析 。 这 里 


SB(w, z), =p, 2). 
B=w+i izt, $B =w— jz . 
. (6, 0) 1 à s; S . 
A 一 一 一 2+0, 2 点 
由 Bao O i Ait, EA 


HELTER DAVE, z). 
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第 四 意 ” 奇 点 的 指数 


Ss. X 


在 四 维 空间 F4: (u,v TY) 中 的 任 一 点 Poltin Vos Cor Y) 如果 
不 是 奇 点 , 则 有 一 个 积分 曲面 经 过 它 ;这 个 曲面 在 这 点 有 一 张 切 平 
面 ; 以 TCP) 记 它 ;在 I(P,) 上 过 P, 任 取 一 切 向 量 ,以 全 (P,) 记 . 

要 求 下 (P,) 如 此 定义 ,使 它 是 已 ,的 连续 函数 , 奇 点 处 除外 , 则 
得 到 一 个 连续 向 量 场 , 并 利用 它 来 定义 孤立 奇 点 书 的 指数 I(P)。 

了 (也,) 可 任 选 ， 只 要 在 奇 点 外 连续 即 可 ,1( 了 ) 均 为 同一 值 ， 
这 已 在 1937 年 由 恢 特 勒 (H. Whitney) AER. = 

对 于 由 常 微分 方程 所 定义 的 积分 曲面 ， 还 可 更 进一步 具体 


化 ， 例 如 一 般 地 有 
a Cod =D. AD 


取 dT =. "dr, w=u+ iv, 2 一 2 二 2， 则 当 0 固定 时 ， 即 可 
得 到 


LU Rele” W (or, 2)}, 

=Imfje"W(w, DD), 

-F 一 Refen Z (e, 2)}， EA 
-Y =Im{e" Z (u, 2)}. 
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$2. 指数 定理 
定理 4.1 对 线性 方程 组 
, a | 
| y 5 | 40, 
如 原点 OKKA | 


| I(O)=+1, . 
证 明 一 般 情形 可 化 为 两 类 分 别 加 以 验证 。 
(i) Im(4)=0%0, 


din d 
FP = AW, -r =M Za 
Ay = Mı + 4b, 3 Ao = (ba +ib, 
IAiAs | #0, 
则 取 dz 一 为 实 变量 ， 即 有 实 方程 组 
| -=a ubo, 
q =þ 4+ 410, 
-Z= d, L—b, Y» 
第 = batay, 
行列 式 
dı —b, 0 0 
b 0 E 
o. y [=(07+02)(a3+ 03) = 
a 42 [A,2,12=19]2>0, 


0 O b, Uy 


故 知 指数 


Az Ye 


一 和 1 一 到 之 0。 


(ii) Im(4)=0=0, JEREZ Ms METER: 
din A w de _ 
aT "€ >? aT 

WaT 一 df 为 实 变数 ， 则 有 
dt MY 
d 
di” A Y, 
d 
Si = Az Ty 
dy 
di 
行列 式 
y 0 0 : 0 
0 Ài 0 0 
0 As 0 
0 Aa 
iw I(0)=+1, 


还 有 一 种 特例 是 经 非 奇 异 线性 变换 ， 可 化 为 ， 


则 取 dT 一 di 为 实 变量 ， 


=u 


dí 
du — 
dt 


D 


| 


Ww _,, 
dT 
ms 
d o 
即 有 
-g , 
Ty ? 


e 8l 。 


ar = Y 。 
则 行列 式 为 

1 0 1 0 

0 1 0 1 - 150, 

0 0 1 0 

0 0 0 1 
故 也 有 

I1(0)=+1, 


EZ, q40, 则 I(O)=+1, EX 4.11%, 


ER 1.2 ”对 于 有 非 线 性 的 项 时 ， 只 要 一 次 项 的 q +0, 则 奇 
点 的 指数 也 为 十 1。 | ` 

证 明 ”指数 在 小 扰动 下 ， 只 要 不 破坏 向 量 场 的 连续 性 ， 则 它 
们 是 不 变量 ， 故 仍 保持 十 1 之 值 。 

这 里 可 以 看 出 ， 利 用 指数 不 能 区 分 复 域 奇 点 的 拓扑 类 型 。 但 
是 另 一 方面 则 有 一 个 很 有 用 的 性 质 ， 这 就 是 研究 高 次 奇 点 时 ， 可 
用 来 决定 这 个 奇 点 是 几 个 奇 点 汇合 而 成 的 ， 这 是 实 域 定 性 理论 中 
没有 判定 过 的 问题 。 


$3. 奇 点 的 全 局 分 布 
对 于 复数 平面 ， 加 上 无 限 远 点 ， 便 得 到 一 个 二 维 球面 8: . 故 
平面 加 上 过 一 0 点 和 z 平面 加 上 二 一 0 时 各 得 一 个 S*。 两 个 组 


会 即 得 一 个 四 维 流 形 
M'=82x 82, 


。 8 。 


EE DIN LEE TAR ATAR 
(MOI CP), 


P, 为 奇 点 。 | 
已 知 将 两 8: 作 三 角 分 割 , 得 两 个 三 角 锥 ABODKEFGH, 
则 它们 的 组 合 如 下 ， 
oo =4x4=16, 
a, =4x6+6xXx4=483, 
a, =5x6+4x44+4x4=868, 
as =4x6+6x4=48, 
ay =1x4=16, 


故 1(M*) =16-—48+68-— 484+16=4, 
定理 4.3 KZA S XS ARE, MU 
21(P,))=4, 
dw rn da, 
例 1 qr (w—1), ap =*( 1). 


有 限 处 有 四 个 奇 点 ， 即 
(0，0)，(0，1)，(1，0)，(1，1)。 


每 个 奇 点 的 指数 | 

I(P)=1, 
对 于 无 限 远 处 ， 取 二 一 过， 则 

dé e 
aros 

E 取 1 一 二 ， 则 
dy _ 
art 


n= 不 出 现 奇 点 。 因 此 无 限 远 处 不 存在 奇 点 。 总 结 可 见 ， 


有 四 个 有 限 奇 点 ， 指 数 均 为 十 1。 政 
31(P)=4, 


dw _ dz 
0? 37% ar 


有 限 处 有 一 个 奇 点 也 一 2 一 0， 指 数 为 +1。 对 无 限 远 处 ， 取 


一 2 


一 $ 则 | 
dé 


A 


dT ? 
故 E=O, 2=0 为 一 个 奇 点 ， 并 且 指数 为 十 1。 
同 理 取 z 一 二 ， 则 有 
om 
ar ”- 
TE w =0, n=0 K É=0, 9=0 处 均 为 奇 点 ,并 且 指 数 均 为 十 1。 
此 外 没有 其 他 奇 点 ， 故 亦 得 | | 
2I(P)=4, 
对 于 更 复杂 的 情形 ， 当 奇 点 的 个 数 多 于 4 个 时 ， 将 出 现 
T(P)<0 的 奇 点 ， 情 况 比较 复杂 。 为 了 研究 的 方便 ， 我 们 在 下 一 
节 将 采取 另 一 种 处 理 法 ， 来 研究 全 局 情形 。 


$ 4. 庞 加 莱 型 的 无 限 远 处 理 ， 


和 于 实 城中 的 方法 ， 允 于 方 各 组 
Ea VW, (wy 2), 4 =2, (w, 2), (4.3) 
这 里 W, (w, 2% Z,(w, D% (w, 2) 不 高 于 nn 次 的 多 项 式 ， 5| 


ACE, 1): 


dl 
W 一 一 -9 


(4.4) 


om 
ars 
$ 


+. 34. 


并 且 定 义 
ACE, DEW Lg» 2) 
B(E, n)= =e2.(2, 2 
df=é&dr 
则 方程 组 (4.3) 化 为 
de EA(E, n), 


)， (4.5) 


(4.6) 
a dr. 2 一 nA (é [me | | 
这 时 ， ICA mA e 
E=0,  B(0, N)-NALCO, 7)=0, (4.7) 


ADAA MOOD REEDE AE DARÍA 
Ms Narie WARD O : 
(E, n)=(0, 7;)s 7 一 1， 2，…，% 十 1。 

当 9 互 不 相等 时 ， 它 们 是 (+1) 个 普通 的 奇 点 。 再 加 上 有 限 处 
一 般 有 mz* PEER, MW, 2=052Z,(w 2)=0 的 公 

根 ， 因此 ， 有 

定理 4.4 对 方程 组 (4.3) 用 庞 卡 莱 型 办 法 处 理 无 限 远 点 ， 
则 一 般 有 

2(P)=n0"+n+1, 

例如 % 一 2， 则 一 般 有 7 个 奇 点 ，4 个 有 限 处 奇 点 和 3 个 无 限 远 奇 
点 。 这 方面 将 在 第 四 篇 中 详细 探讨 。 

现在 来 证 一 个 后 面 将 用 到 的 重要 结果 ， 即 

定理 4.5 利用 庞 卡 菜 处 理 法 ， 则 当 无 限 远 琳 点 为 结 点 型 
时 ， 高 次 项 不 影响 奇 点 附近 的 积分 曲面 的 拓扑 结构 。 

证 明 12 (1.01% £=0, 7=9, 为 一 结 点 型 ， 则 (4.6) 的 第 
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RAI E ESO n= 附近 展开 时 有 
—£A(E,n) 
ð Å dA 
一 一 0 一 二 一 - LA 
EAC ? n) + O€ SAN ón 07,2 


故 在 (0，”)) 点 有 一 个 特征 根 
==— Á(O, 7), 
HEAR, 140, AO, 9%0, RR 
an B(£,9) NA (E7) = B (En) -n A (sn) 
dé —EA(E,m) El — A(0,9,)+»--) 


-+ 


(7—%) +l, 


é 
a YEFR Eo: … 


这 样 ， 就 排除 了 结 点 型 在 A 二 ~ 1 时 的 那 种 例外 的 可 能 性 ， 因 
此 ， 高 次 项 不 影响 拓扑 结构 。 定 理 4.5 证 毕 。 


第 三 篇 
复 域 定 ERE PEA 与 全 局 联系 的 理论 


第 一 章 ”有 根 定理 


$ 1. 两 个 引 理 
EW (w, z) R Z (w，2z) 为 w，2 的 实 系数 多 项 式 ， 并 且 
W (w, 2)=0 E Z (w, 2)=0 只 有 有 限 个 公 根 组 (w，22)。 
TAREA 


=W (w, 2), Zo, 2) (1.1) 
所 定义 的 积分 > 
F (w, 2)=Consi, (1.2) 
取 dT =e" dy (1,3) 
此 处 8 及 7 为 实数 。(1.1) 化 为 方程 组 
A =e" W (w, 2), i =E” Z (ws 2), (1.4) 
RREI EA 
T e-o Ww, z), Z= e Zw, 2) (1.4)! 
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EWC(wW2IR Z(w,z) 为 实 系数 多 项 式 的 条 件 下 ， 
W(w, 2)=W(0,2), Z(w, 2)=Z(W, 2), 
现在 定义 两 个 复 变 量 的 实 值 函 数 
J Cw, 2) =w0+22 (1.5) 
及 
K (w, 2)=W (w, 2)W (w, 2) +Z (w, 2) Z (03 2) 

=W (w,2)W (@,Z)+ Z (w,2)Z (00,2). (1.6) 

当 8 取 定 ， 只 变化 + 时 有 


=e (WW (w,2) EL ws2)) Fe CwW WS) + 2L (WW, 2)) 
=2R,(w, 2) 008 (0 + gøilw,z)), (1.7) 
其 中 


WW (w,2)+2L(0,2) =R, (wz) 0», (1.8) 
, R (w2) >0, pı (w, z) Yy X fE 58 21 (mod 27). 
当 6 取 定 ， 将 (1. 7) 对 ?再 微分 一 次 ， 则 有 有 p 
BJ (dw 0 ¿dd 22, BIAL) 
dy? dr Ow dy ¿w  drdz dróz/ dr. 


=g"? Pa z) CIS _dw + gZ (w, 2) dz 


Dwy dr Oz dr 
au fae wena ¿O EA DES 
AO Dt a e HE Ti 


=2{W (w,21W(W0,2)+4(w,2)4(0,2)) 


+e?” DW (o, JA + BW (Co, z)? raz) 
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+w (w, ys 2) 


+EZ (Cw, E 


Wo, 2) 


十 e-+ uW (D, 3) 22, 2) 


+W (Ñ, 2)- 
+w2Z (0D, z) PWE) + 22 (TD E 


=2K (w,2) +2R,(w,2) cos (20+ p,(10,2)) (1.9) 
此 处 


DW (w, Co 2) + ZW (w, 2) Oo Co z) 


+0L(w, NACO 2) 2) 
=R w, 2) Pse, (1.10) 

R,(w, 2)>0, p(w, 23H (BB (mod 27), 

518 1 对 于 任何 一 点 (2o。， 20)» HRK (Wo Zo) +0, Mj% 
存在 一 个 方向 0=0.(tt0) 20), KT ER T =T Ws 20) >0, (€ 
s HRE O= CW 20), HACU 2040.) 定义 的 积分 曲 
面 FC, 2)=4F (y 20) ES r= ro(2Wwos 20) 时， 则 
O. 1T) 所 定义 的 点 为 (ww 2:)， 有 关系 

J (wis 21) >J (Wo 20). (1.11) 

证 明 分 三 种 情形 加 以 证 明 : 

(1) Ri(wo, 20)*0; 

(ii) Ri(wo, 20)=0, R(Wa 20) +05 

(iii) R,(W, 20)=0, R,(Wp, 2) =0, K (wi 2) #0. 
以 下 逐个 加 以 验证 。 

Ci) R,(W) Zo) #0, ti R,(W0, 20)>0, HF 上.(w,%) 是 
(ws 2) 的 连续 函数 ， 因 此 对 (xyzo) 点 存在 一 个 邻 域 Qi(ooy2zo)， 
(4 (w, 2)€U,(W 20) MA 
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Ri(w,2) >R (Wo 2)>0, 


由 于 U, Cw), RB,(10,2)>0, E p, (1,24 U,(w0, zo) 中 是 
确定 的 (mod 27), 并 且 是 实 值 连续 函数 。 因此 ,可 以 在 U | (wos 
zo) 中 取 (wos20) 的 一 个 邻 域 UU,(wos 20)) (Wo) 20)EU Wos Zo) 
UGCwoy26o)， 使 当 (w，2)EU ,C2w6o，26)， 则 
[p,(w, 2) — Pı (Wos Zo) <5 

FERE 0=0,( Wo, Zo) = — p (tos 2o); M A R El r= 
rotos 2d >00 如 此 小 ,使 得 沿 0=0 (wo, 20), HH (or 20) 出 发 ， 
r 由 0 积分 到 7 二 7o(wos20)， 积 分 曲线 段 全 在 U lW ZA. 
这 样 ， JÆ O= lW Zos 在 OKT (Los 20) 中 有 J(7)= 
J (wlr), Ar) 

ELL 2R, (wr), 2(r)) cos Goa005 20) +p: (wlr), 27))) 


> Lot) (1)= De, (w 2,)>0, 


这 是 因为 


Ool Wos 20) + PiCwT), 2 (7)) | 


= | — ¡(Uy Zo) + p (wr), 2(7)) <3 . 
EH JE FI K 
J (w, s21) — J (Up, ¿y A > R, wsz) ro wo Zo) 
>, 
第 一 种 情形 证 毕 。 
(11) Bi(wo, 20)=0, BR,(wo Za) #0, 
这 时 pi CWos 20) 不 能 确定 。 但 由 于 R¿(W,,20) +0, RW 
20).>0, E 9.《(Wwo，20) 是 确定 的 (mod 27), 
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由 于 R (wz) R,(00,2) (0,2) 的 实 值 非 负 的 连续 函数 ， 
则 可 取得 (wzo) 的 一 个 邻 域 已 ¡(or 29)» 1148 Y (oo, 2)€U0 (wo, 
20), 则 有 


Ri(w, 2) << Bao, Zo) <k (Wos 20) <R,(w, 2). 


在 U (009,20) 5h, R,(w,2)>0, E 9p,(w,2) 是 确定 的 (mod27)。 
以 下 取 定 | 


O= Âo (0 20) = -p(w 20). 


在 UiCwos20) 中 ， 由 于 ps(w,?) 是 (w，z) 的 实 值 连续 函数 , 因此 ， 
可 以 取得 (z，2zo) 的 又 一 个 邻 域 U,(wo，%0)， 

(09, 29) E U (17,29) CU (Wos Zo)» 
fE 4 (w, 2)€U ¿(09,20), Mi 


[paws 2) 一 pa (woy 201 <<, 


这 时 ， 可 以 取 到 r =4,(W9,20)>0 如 此 小 ， 使 当 取 定 06=00(wo， 
Zo )，0<7 和 YoCos2o)， DiJ EH (wos Zo) HERRIRA SHER ER (wsz) 
239% Ua (Wos) ZA. 

这 时 ， 了 =J (00,2) =J (ur), (rÈ r A, 由 泰勒 
展 式 可 有 | 

Sr): lr) TÍ (Wasza) =J (1) —J (0) 


1 dœ J 
一 一 一 “o NTE “dy? nr (0<9<1) 


=0+ 308 2K (e(r), 2(r)) 


+2R,C(w(r),2(7)) cos (20, (U's 2o) + 
+pCwClr), 2(1)) 1, 
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>i ri 2R,(w(0),2(1)) - 
` CO8 (= PCW 2) Hp (wm, ar] 
1 Ri 0,20) 11 _ (rol 039 8 
TS E 人 
第 二 种 情形 验证 毕 。 

(111) R,(7,24) =0,R,(W,9 2) =0, K (0,2) #0. 

这 时 (Wes 20) 及 PalWos 20) 均 不 确定 ， 

任 取 9、 例如 取 定 0=0, 

由 于 Rw, 2 K (w, 232 (0, 20HEÉESMX, XFA 
(We 20) 之 一 个 邻 域 OU (Wo) Zos 使 当 (w，z) EU (os 20) » 
则 有 

Rw, << LK (wo, 2) <GK (wasz) SE (w, 2). 
HE 0=0， 则 可 取得 ”一 90(2oy2o)>0， 如 此 小 ， 使 得 对 于 0< 
六 Yo 由 (wos20) 出 发 的 积分 曲线 上 的 点 (ww， 2) 均 在 U (wos Zo) 
内 。 由 此 可 有 
Jer) -J (0)= 18 [2K (wlr) elr) + 


+2R,(w(r),2(1)) cos (pa(wlr),zCr))| 9 
a) 
_ roles» zo)" K (ws 2.) >0 


第 三 种 情形 证 毕 。 引 理 1 证 毕 。 

引 理 2 对 于 任 一 点 《wo， 20)， HR K (Ww 2) +0, MA 
在 (ozo) 的 一 个 邻 域 UCN 20)s — ATT o= bol Up) 20)» 
一 个 长 度 To= W 20)>0, RAER 858, (w 20), E13 
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Nit 


HÆ Uy 2) PEE lus 20) FAO, 140,350, BH 
分 由 了 一 0 到 7 二 7o， 到 达 一 点 (wi，21) 则 必 有 
J (wis 21)— J (wos 20) 之 8o 盖 0。 

证 明 由 引 理工 知 ， 对 于 (wy2ze) 必 存 在 0o™= lW Zo) 及 
Te 二 To(wWos20) 之 0， 使 当 由 初 值 (Wo，20) 出 发 ， 沿 00 方向 由 了 一 0 
积分 ?=r (9,20) >0, 得 一 点 (2 21)9 有 Y (u,,21) 一 J (20, 
Ze ) >0, 

FER 


E =8(Uys Zo) = 二 [7 (e s21) — (Uy zo) ]。 


现在 固定 =p KIKS CU Zoe TAER F OERE 
依赖 性 ， 可 以 取 (Wos 20) 的 一 个 邻 域 Uolwo，z。o) 如 此 小 ， 使 得 
U (wo，20) 的 直径 平方 小 于 EW) 20), URE Uluss yp) 市 之 : 
ABE, X 0 H r 由 0 积分 到 rolw,20) 之 0, 所 到 达 之 点 所 
形成 的 集合 Ui(wis21) 的 直径 平方 也 小 于 890), 20) AR PT 
到 的 ， 因 为 任 取 一 个 U (wo，20) 直 径 平 方 小 于 8 ， 则 在 U Cw). 
上 和 初 值 到 末 值 的 映射 是 一 致 连续 的 ， 故 可 以 从 末 值 的 集合 申 取 出 
一 个 子 集合 U, (w, 21) 使 其 直径 平方 DFe 80» Y IRCI 22 的 
原 像 即 可 作为 Uo(wo，20)。 
由 此 当 (w Zo )€U ¿Cto 208 
| — w|? + 12520] <8n 
以 及 其 末 什 
[wi —w,1.+ l21—2,1<80, 
现在 利用 欧 氏 距离 的 三 角 不 等 式 ， 有 
J (wis 21) —J (ws zo) 
=(J (wis 21)—J (wis 2,)) 
+H(J Cwis 21) J Cw 20)) 
+ (Y (was 29) — J (wi, 20)) mo 
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> (jwi a+ 121110) +38,— (lwi w]? 
+ zé — zol?) — 8, + 38,—80=80( 00920). 
引 理 证 毕 。 
$2. 有 根 定 理 
定理 1.1 设 环 ( z) Æ Z(w,z) 为 (0,22% 系数 多 项 
式 ， 并 且 玉 (wy2) 一 0 5 Z(0,2)=0 只 有 有 限 组 公 根 (w,2) 。 由 


方程 组 
du 


qq =W (w,2), 7 =Z (w,2) (1.1) 
所 定义 的 积分 曲面 族 
. F(w, 2)=o00n5t (1.2) 
中 任 取 一 积分 曲面 | o 


F Fr pmen 
HAL, REER. 
”证明 到 一 个 球体 

Maz <0+r3<R, 
及 如 此 大 ， 它 包 含 所 有 有 限 奇 点 ( 即 W=0, Z=0 之 公 根 组 ) 在 内 ， 
并 包含 多 上 之 某 一 后 在 内 。 设 有 限 个 有 限 闸 点 为 Piws z)» . 
1=1，2，、…，NN，。 对 每 个 奇 点 附近 按 去 一 个 小 球 

8/09): jw |?+ ]2—2,1?<0, 8>0, 
取 6 如 此 小 ， 使 S,(6) 均 在 Ma 内 部 。 
现在 考虑 有 界 闭 集 
SCR, 0)=M,-— ¿Y Sto). 


由 于 已 除去 奇 点 ， 故 OCR, ò) EE— KCU Zos 5A K (w, 
Z) +0. Hits H_ETS5]ER 2 知 存在 一 个 邻 域 U (wo Zo)s — 
方向 0 二 6,(wo，20)， 一 个 距离 ?C26o，20) 及 一 个 小 正 数 Elwo 
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Z 0)» 使 当初 值 (0y? 人 在 Uo( wos: 0) 中 时 ， 沿 0 方向 积分 ”由 
0 到 Fo 到 达 末 点 (1 218 
J (wi, 21)=JT (wo, Zo) >8(Wos 20). 
LER Uo DBEA SR, ô); SCR, ô) 为 有 
界 闭 集 ， 故 可 取出 有 限 个 这 种 邻 域 ， 记 作 
U CQ)， U,(Q,)，, t9 U (Qa) 
使 得 
[ U UQ) DSR, ò), 
EX s= Min 8 (40) >0» 
则 从 SCR, K 多 一 cl 上 一 点 出 发 ， 每 次 了 至 少 增 加 8 ， 除 非 
多 一 of 上 有 点 到 达 S(R, 6) 之 边界 上 。 由 此 ， 最 多 经 过 [二 ]+ 1 
S(R，6) 只 有 入 十 1 个 《三维 ) 球面 组 成 的 边界 ， 即 
wvo0+22=R 及 [w—w1?*+ |2—2,12=89, (l=1,2,.…, NN). 
以 下 将 及 加 大 ， 将 6 缩小 ， 即 得 一 系列 的 集合 
js (nR, 2, n=1,2,3,.- | 


每 个 集合 的 边界 上 至 少 有 多 一 5 的 一 个 点 ; 任 取 一 个 点 ， 记 作 
Po ， 则 有 一 系列 的 点 
pom, n=1,2,3,---) 

现在 将 它们 分 为 有 限 (N 十 1) 类 ， 即 到 达 外 边界 球面 的 为 一 类 ,到 
达 某 个 (由 ，2) 为 心 的 内 球面 的 为 一 类 。 

无 限 多 个 点 分 为 有 限 (N 十 1) 类 ， 故 至 少 有 一 类 中 含有 ce 多 
个 点 pu 

RRA (ur 2 ) 为 心 的 内 球面 上 有 无 限 多 个 这 种 点 ， T 

(Wis 2)EF. 
E A: 11 
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证 毕 。 | i 
注意 1 这 一 定理 在 实 域 定性 理论 中 没有 相应 的 结果 ， 这 只 
要 从 下 面 的 反例 即 可 看 出 。 反 例 . 
EHRE +y =c. 这 个 系统 只 有 一 个 有 限 奇 点 ， 即 
2 一 /一 0。 
H Feo, 2+y=c0 是 一 个 圆 ， 巨 既 个 经 过 有 限 奇 所 2 一 2/ 
一 0， 又 不 延伸 到 co 处 。 
实 域 没 有 “有 根 定理 ” 其 原因 是 它 只 能 取 6 一 0 Ra 两 值 ， 
即 自 变量 i 只 能 取 正 、 负 两 个 方向 。 复 域 9 可 以 取 0 到 2w 中 的 
各 种 值 ;. 故 延伸 的 可 能 性 极 大 地 增加 ， 
在 复 域 中 | 
dw -dz 
A 
之 解 曲面 族 


wiz 十 z =c (638), o 
4|2[|>+0, Mlw| >+00, WHACK.. 
注意 2 ”对 于 处 的 处 理 ， 可 有 不 同 的 方法 。 一 种 是 用 复 变 
因数 的 方法 ， 例 如 用 必 一 去 ，z 二 二， 则 分 别 将 平面 及 2 平面 


上 的 点 等 价 于 £ FHA 7 FEA, 注意 ， 这 样 处 理 时 ， 
一 个 方程 | 


de Wn(W, 2) 
© Lawy) 


PATEE ARA EI 组 方程 ， 即 
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| Wa z JE 
Y = 1 s23 a_a WE Ye k =Max(m—2, n), 
z YE | 
1 t} . 
NT? Max(n— 2,m) 
da 7 A r? 
Z.(w, zJ 
1 起 A 
1 _ i dë € Wal y) 7 k=Max(m—2,n), 


使 得 右 方 均 化 为 有 理 函 数 ， 奇 点 亦 作 相 应 的 研究 。 
Ma LL, MBE 


NARRAR, M E=1=0 也 是 一 个 奇 点 ， 并 且 解 曲面 
族 

| Ww 十 22 二 6 
可 化 为 

E+p=0Em, 

由 此 可 见 ， 对 于 任何 C (有 限 数 )， 均 过 &==”==0 点 ， 即 所 有 解 曲 
面 均 过 奇 点 £=9=0, 

这 种 性 质 ， 我 们 称 之 为 te 
困难 。 

AMS MARA lo, 
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e => 研究 E= 0 的 情形 ， 这 时 oo 处 的 奇 点 一 般 被 分 解 为 一 次 
奇 点 ， 便 于 处 理 。 以 下 我 们 将 仍 用 庇 加 莱 处 理 法 ，。 


$3. 强 有 根性 定理 


定义 1.1 如 果 一 个 复 域 微 分 方程 组 的 每 一 张 积 分 曲面 均 过 
奇 点 (4 有限 奇 点 及 按 庞 加 莱 定 义 下 的 无 限 奇 点 ) ， 则 这 个 微分 方 
程 系统 称 为 具有 强 有 根性 。 

下 面 我 们 将 证 明 几 类 常见 系统 上 共有 强 有 根性 。 

定理 1.2 线性 方程 组 


A awt Bz» 


q =yw+02, 


dz 
dar 
að — By +0, 
具有 强 有 根性 ， 
证 明 这 里 有 三 种 类 型 ， 焦 点 型 、 结 点 型 及 中 心 蒋 点 型 。 
已 知 焦点 型 、 结 点 型 的 积分 曲面 均 与 原点 相 联 ， 故 具有 强 有 
根性 。 因 此 ， 只 需 验 证 中 心 鞍 点 型 。 将 方程 组 化 为 下 面 的 典型 形 
式 | 


du dz 

P ， 万- 一 一 029 a>0, 
则 利用 

T E? 2 E> =g, 
可 将 方程 组 化 为 

dé dn_ 2 

dr E, eS an. 
这 时 | 

= Ma GDL 
4= == SO, 
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故 E=9=0 RA Ai A PRA RA) AA, 
也 可 直接 验证 如 下 : 通 积分 为 | 


wz"=00nst, a>, 


ms RAS MA 


m=O lt 
SHEMO, E=n=0 在 曲面 上 。 
在 一 种 特殊 类 型 
de a Lw, 
aT > aT , 
这 时 化 为 
Le, Molt, 
则 有 两 个 奇 点 
£=0, =i, 
通 积分 好 十 2 一 CO 可 化 为 
l+ =0 8, 


对 任何 C、 均 过 二 0,， =i. 

总 之 ， 积 分 曲面 过 ( 无限 远 ) 奇 点 。 

定理 1.2 验证 完毕 。 

下 面 是 非 线性 情形 的 强 有 根性 定理 。 

定理 1.3 设 实 二 次 系统 ( 召 :) 有 一 个 实 二 次 代数 极限 环 , 将 
XH ARTEAREN RARA E. 

证 明 具有 实 二 次 代数 极限 环 的 实 二 次 系统 可 以 化 为 下 面 的 
典型 形式 : 


| x(avt 0240) + (u? +r — 1), 
yadr_ 
de ulau+bx+ 0), 
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其 参数 满足 不 等 式 
b? < + 6? <o?, 
ERARARIEAES 得 到 复 系 统 


2 2 _ 
pa =2(aw+b2+0c)4 (uwu*+2?*-—1), 


dz _ 
ar” wíaw+b2+c), 


证 明 分 为 两 步 。 第 一 步 证 明 4 二 0 时 ,系统 具有 强 有 根性 ; 第 
二 步 证 明 ga 天 0 时 ， 系 统 的 强 有 根性 仍 保持 。 

w% 一 0，( 帮 8) 有 七 个 奇 点 ,四 个 有 限 奇 点 ， 三 个 无 限 远 奇 点 。 

w=0 上 的 两 个 有 限 竣 点 用 了 | AP: w. 

6z 十 Cc 二 0 上 的 两 个 有 限 奇 点 用 Ps RPR. 

Ps(ws 23) 及 (ws 20H 

bz+c=0 及 w*+2*-—1=0 

联 立 解 出 ， 得 到 


以 二 五， 2 =» 则 得 方程 组 
' de ECLA 0 +0bp+1-£), 


0 —b9—cé—n((140)m* +ofn+1-E), 


ERIC)» Eoas E=, —(14+0)9(14+9)=0, EN 
(E, 7)=(0, 0), (0, 4), (0, —5), 
分 别 用 Po Po Pril. 
a=0 时 ， 方 程 有 通 积分 
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(w*+a*—1)=oomst»(62+0) `. 
分 两 种 情形 来 验证 
当 6<<0, 则 一 子 >0， 故 对 任何 通 积分 常数 ， 十 吓 ~1=0 


与 bz 十 0c 二 0 之 交点 满足 此 方程 ， 亦 即 所 有 的 积分 曲面 均 遂 过 P, 
与 P,。 此 时 对 于 P, 与 ,有 
b 
=> 
故 Ps 5P 为 结 点 。 
当 5>0, 则 用 0=z> 2=% ERICA 


2(1++3-) 


© (1+ -E ) (n+ oë) * =const» È . 
AFÍ>O, BARA MS 


(€, )=(0,0), (0,2), (0, —4) 
三 点 中 至 少 一 点 ， 即 通过 Pe Po 了, 中 至 少 一 点 。 这 时 对 Po 
PP, 有 
oo ga ð ,6 6 
| l+% 2(1+6)”  2(1+6b)’ 
ARS, Po Po PALA, o 
严格 地 说 ， 当 const=0, Bl 巡 十 2 一 1 一 0 时、 曲面 过 P. 及 
P., 但 不 过 Ps, 4 const =00, EH bz24+c=0, 则 曲面 过 Po, 但 
不 过 P, 及 了 ;。 除 此 之 外 ， 所 有 的 积分 曲面 ( 当 const + 0,00)33 
ii Pote 及 Pj。 
当 6 由 负 趟 于 0 ， 则 三 ， 与 了 P, 趋 于 P. 与 了 P,; ， 最 后 重合 ， 
故 5 一 0 是 过 渡 情 形 ， 所 有 积分 曲面 过 Pe 与 P;。 
HZ, a=0 时 ， 所 有 积分 曲面 过 奇 点 。 
第 二 步 ， 命 a 大 0 要 验证 强 有 根性 仍 保持 ， 
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3 6<0, UY Py, 5 P, 的 座 标 为 


， —ac+biy o-oo-b, 
?34 一 in RE V 


a? +b? 
z = 60 taiv e? ob 
3s4 TS . 
A RL Pg Aa AZs a b ga 
故 
b c? — b? +a ace v c? —a? —b? o 
A a to orp? 
iS V4 
2 2 fy 
Im(4)= F% Ye ao. 


— ġ? 
所 以 P, 与 P, 均 为 焦点 。 
注意 到 Ps 与 了, 由 结 点 变 为 焦点 时 ， 在 其 附近 , 积分 曲面 过 
奇 点 的 性 质 仍 不 改变 ,因此 所 有 积分 曲面 过 奇 点 的 性 质 仍 不 改变 
当 6>>0 时 ，co 处 方程 可 化 为 


| 6 —=-—Elan+ bn? + enë +14+9 E"), 
Ma (—a—bn— c) -nlan + bn + enf +l +n- E]. 


co 处 三 奇 点 的 座 标 为 
(E m=(0 5)» (0, D (0, 6): 
其 示 性 数 分 别 为 


q=— o 14b__. A70(1+0)—0”j+%a 
(1+8)? +a? ’? 2(1+4b) a i? 


{—b(1+b)—a }—ia 
2(14+8)? +a ° 


由 于 2 之 0， 因 此 
Ps 处 A<0， 了 了 Ps 仍 为 结 点 ; 
» 102» 


Pw 处 Im( 4) q pra + PoP, 变 为 焦点 。 


HETE, e AAN 

b=0 为 上 两 情形 的 过 湾 。 | 

EZ) 具有 二 阶 代数 极限 环 的 ( 召 ?) 系 统 具有 强 有 根性 。 定 理 
1.3 得 证 。 

定理 1.4 对 称 二 次 系统 具有 高 阶 焦点 时 ， 系 统 具 有 了 强 有 根 
tE. 

证 明 对 称 二 次 系统 

MU, (u, T), T =X,(u, 2), 


U,(—u, -2)=U,(4,7), X,(—u, -2)=X,(04,5), 
又 设 它 的 高 阶 焦点 在 z= 二 0，%y 二 土 !， 则 方程 可 化 为 


di gg 
dx , 
q” + 8u , 8+0, 


这 时 ， 在 (0，1) 处 有 V,=0, V= -— 8, 
ECO, -1E V,=0, Vi=+8, 
故 均 为 一 阶 焦点 。 
下 面 扩 展 到 复 域 ， 即 


下 面 分 两 个 步骤 来 证 明 其 强 有 根性 。 
8 二 0 时 ， 方程 组 有 通 积 分 


ut+2*4+1=00n8t+.>,. 
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1+7 +E =constené, 
由 此 可 见 ， 所 有 曲面 均 过 十 2 十 1 二 0 与 2=0 之 交点 ， 
即 | 
Plis 0), P¿(—%, 0), 
所 有 曲面 均 过 (&， y)=(0, 0), (0, t), (0, 一 2 三 者 之 一 ， Bn 
NS Py Po KP,, 
“下面 分 别 研究 e <l 及 >l 的 情形 。 
当 8+0, ¿<1H, P3 P, EE 


1 . 一 1 o. 
ts 一 tY ri Zy a= sy 2。 
3,4 一 - 1—g8? > 3.4 + l=? 


则 在 P, EP. 


二 1 十 8 2 
A= 0 (e, 


这 时 P: 5 P, 仍 保持 结 点 的 性 质 ， 故 系统 仍 具 有 强 有 根性 ，。 
下 面 研究 s*>1 的 情形 。 


这 时 co 处 的 方程 可 化 为 
de _ 11, lis 
Ely 332) 
Ma. fl l, lp 
(amts -gorte 
三 个 ce 奇 点 在 


E=0, $ +9+28=0, 
这 个 方程 有 一 实 根 和 两 复 根 ， 分 别 对 应 于 Po Po 及 P; 的 79 有 


As >lHE, RPL, MP. 为 结 点 。 
由 于 y? +9+28=0, 
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28 __ 28(7 +38) 
n+ 38 (n+38)(7 +38) 


f1 ô 1 ss 5% 
=| l+ (n+ 38) (7+38) |+ (9 十 38) (万 十 33) de 


Im(4)= Im(7)+0, 4 Im(7)+0, 


28 
(yn+38)1(7 +38) 
HAFEN, In(A)+0, i Pe R P, 为 焦点 。 
总 之 Py Po P, 附近 积分 曲面 到 它们 的 性 质 不 变 ， 即 所 有 积 
FEMS Pse Po P, 2. EX 1.4 验证 完毕 。 
更 重要 的 强 有 根性 类 型 的 定理 ， 将 在 第 四 篇 第 二 章 中 证 明 。 
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第 二 章 MAMA 


3 1. 极限 联系 定理 


定理 2.1 LARES) 的 一 条 实 积分 曲线 C 是 另 
一 条 实 积分 曲线 O, 的 极限 曲线 ， 亦 即 C 一 C. HE) 自然 扩 
展 为 复 系 统 (ED),C RO 也 自然 扩充 为 积分 曲面 多 RF 则 
FARF, HURRAH, JPF DA., 
证 明 设 ( 吾 .) 的 方程 为 
du 


3; = A £), = B(u, 2 ) (E,) 
自然 扩展 为 
= =A,(0,2), Se =B, (w,z); (E%) 


ORO 扩展 为 乡 及 多 ;. 为 证 明 的 确切 计 ， 可 以 作 如 下 的 扩展 . 

注意 到 | 
| dT =e" dy | 

4 9=0 及 ww, 则 由 CO 及 Ol 上 之 点 出 发 之 积分 曲线 仍 在 实 平面 上 ， 

当 8 六 0,x， 则 由 CO 及 Ol, 上 之 点 出 发 之 积分 曲线 将 离开 实 平面 . 


为 确切 计 ， 取 0 => 7 可 正 可 负 ， 则 ( 恕 ?) 化 为 方程 组 


dw 
ar 


=4A.(0,2), F=1B,(w, 2). 
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或 写成 四 维 实 空间 中 的 系统 ， 有 

u U, (4,1304) 

"| V,(4,0,2,Y) | (2.1) 
T X .(4,0,5,Y)], 
y 


a 
dy 
Y „CU, U£ Y) 
现在 在 多 上 任 取 一 点 Qo WAZ EHO 自然 扩展 丽 得 , 故 @, 是 
HO 上 一 点 P。， 沿 (2,1) 所 定义 的 积分 曲线 ， 用 7 由 0 积分 到 
ro 而 来 。 用 动力 系统 的 记号 ， 可 写成 
Wo=f(P,, ro). 
现在 P 在 CO 上 ，CCO,， 故 C1 上 有 一 系列 的 点 {P)}，P,>P,， 
当 3>0, MAZI] 
Q;=f (P; To) 
EF, HFE.) (ED 及 (2.1)， 解 对 于 初 值 有 连续 依赖 
人 性 ， 因 此， 固定 Yo ， 则 当 7 一 co， 
P> P., 导 到 QQ 
由 此 知 QEF, KHECF,. 
定理 2.1 证 毕 。 
定理 2.1 MEMA 
定理 2.2 设 一 个 实 系统 (,) 的 两 实 积分 曲线 O 及 O, 自然 
扩展 为 复 系统 ( 召 休 的 两 积分 曲面 多 RF HR, PS, 
则 C pace, 
下 面 是 极限 联系 定理 2.1 的 应 用 . 
定理 2.3 设 一 个 实 系统 E.) 的 一 个 实 极限 环 O 自然 扩展 
为 一 个 复 系 统 ED 的 一 个 积分 曲面 A, 如 果 多 上 有 一 个 焦点 
P(E Im( 401,40), MA RAP GRAL RAR A A, 
证 明 CA (E) 的 一 个 实 限 极 环 , 故 ( 召 ,) 有 另 一 积分 则 
线 Cis C,>0, 则 由 C, 上 和 目 然 扩 展 成 的 曲面 .多 , 。 REM 2.18 
多 ,二 多 , 故 . 多 是 过 焦点 王 的 一 张 极 限 曲面 .由 于 Im(A)|, 关 0， 
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故 过 症 点 只 有 两 张 极 限 曲 面 , AESADAE AR MAA 
极 跟 曲面 又 都 是 孤立 的 ， 因 此 ，. 终 是 过 已 点 的 一 张 孤 立 极 限 曲 
面 。 定 理 2.3 证 毕 ， 


例 T” =g (au+bxr+ce)+ (u +r -—l1), 
de (Es) 
di —u(au+bx+0), 
ba + 0o’, 
有 实 极限 环 Wtr -1=0, 
自然 扩充 为 | 
dw _ 2 2 
am =2(aw-+b24 0) + (ut +z —1), 
z, = —wíavw+b2+0c), 
biZat+biZo?, 
有 曲面 202 十 22 一 1 一 0， 


它 经 过 复 焦点 了 了, 及 了, ， 在 这 两 点 有 
Ima) F LE o. 
AER 0422 1=0 是 过 通 这 两 个 焦点 的 孤立 极限 曲 
面 。 
E P, AA A =2403, Amaz — bw, 
F=w*+ 21-1=(% —W, tw)? + (2—2 + 23)? — 
- =20,(W—W3) +22(2— 23) + (w— w)? + (2—29)*, 
aF _0r dw OF dz 
a? Bo dT az aT 
== (2w, + 2(w —W,))F=(20,+-3F, 
这 就 证 明 F=0% Py, 点 和 一 和 一 220s 方向 上 的 孤立 极限 曲面 。 
”曲面 w tz l= 又 通过 ce 处 的 两 焦点 了 ,PP;, 在 这 两 点 有 
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— =2w0(w*+:2?—1) 


_ tao __ 
21 Fb) Fa 
个 难 直接 验证 w tzl E A E ATAR AT. 

定理 2.4 设 一 个 实 系 统 ( 召 ,) 的 一 个 实 积分 曲线 O 自然 扩 
FIAR EN 的 一 个 积分 曲面 多 ， 如 果 多 上 有 一 个 结 点 
P, HE AP) 为 负 有 理 数 ， 但 不 为 一 1， 则 避 不 是 (E.) 的 极 
BA, 

证 明 ”用 反 证 法 。 如 果 C 为 (E) 的 极限 环 ， 则 多 为 极限 
E) FEP, APRES, AP)ARA 1) OEP AM 
近 没 有 孤立 极限 曲面 。 定 理 ;2.4 证 毕 。 

至 于 A 为 无 理 数 ， 或 人 = 一 1， 还 需 进一步 具体 分 析 。 

例 具有 高 阶 焦点 的 对 称 二 次 系统 


天 一 ?好 十 su”, 
和 目 然 扩 展 为 
Soi 
| 0 =%w2+82?, eo 
MATERIA APS, 及 Po CMA 
Y (870) 


当 8 <1 时，A<<0,， 即 为 结 点 。 

当 s 为 有 理 数 时 ，A 为 有 理 数 ， 故 这 个 系统 没有 极限 环 。 由 
于 有 理 数 s 是 处 处 称 密 的 ， 又 由 于 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 ， 因 此 
对 6 为 无 理 数 时 ， 也 不 存在 极限 环 。 这 在 实 定 性 理论 中 已 为 索 光 
俭 所 证 明 。 | 
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$2. 实 焦点 与 实 极限 环 不 联通 定理 


定理 2.5 (EAT ARA» PHR- ZEK, CHE 
一 实 极限 环 ， 则 将 (E) 自然 扩展 为 复 系 统 ( 召 :) 时 ， 通 过 C 之 
曲面 不 通过 已 点 。 

证 明 ”不 失 普遍 性 ， 不 妨 设 耳 为 原点 。 在 也 点 附近 ， 方程 
BIA 


dz 


du 
| ge Ur Qt+*…, 
di 


=b u+ b,¡3+ ..t, 


Gios Coss bio bo ATM) EMPARA, W 

Ci10 一 入 Lor 

bio ba — À 
ZARES. AAs M 记 它 们 。 

沿 的 方 同 的 孤立 极限 曲面 多 在 原点 附近 

E(w, z)=C po +Our tes 


=A? — (Mio + ba) A+ (4100); — anb.) =0 


则 有 
(N+ )F, 
HJJ 
C (4, w + azt) HOCl + Boz + 0) 
=(A+ (CO y wa t.e), . 
故 
Oral 十 Co6io 一 和 Cio， 
C ioo HO orbo =AC D0. 
由 此 有 


Ciro: Co ™= (Cbin): (AG) =(A—b,,) toe 
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由 于 和 是 复数 ， Tips Cors bios bo; 都 是 实数 ， 故 Ci:Cu 是 复 
数 ，Im(CCio/C 二 Im(A) /co #0, 
另 一 方面 ，C 之 方程 可 写成 实 函数 
Ela, 7) =0, | 
自然 扩展 为 G(2w，z)=0， 如 果 这 个 曲面 过 原点 PP， 则 G0, 0) 
二 0 在 原点 附近 展开 有 


0=G(w,2) =G00,0)+ E ap 

Oz (0,0) 
_0G(u,x) w 4 y 9G(u, Uy í) a 
Ml Ou i /0.0) Oz (0,0) ? 

i E | 及 En 为 实数 ， 因 此 


(00` 


ôG aG Y l 
BN VEe 为 实数 ， 故 不 能 等 于 CoCo. 但 由 


于 前 节 定 理 2.3 知道 C=0 要 经 过 焦点 ， 则 必 为 孤立 极限 曲面 ; 
因此 ， 利 用 复数 不 能 等 于 实数 的 性 质 ， 可 知 G(w,z)= 二 0 不 能 通 
过 已 点 。 定 理 2.5 证 毕 。 | 

由 此 立即 得 到 

定理 2.6 设 P 为 实 系统 ( 召 ,) 的 一 个 实 焦 点 , 则 将 ( 吾 ， ) 自然 
扩展 到 复 系统 (五 %)， 过 王 点 的 所 有 积分 曲面 均 不 产生 实 极限 环 ， 

对 于 高 阶 焦点 ， 由 第 二 篇 知 

B=7+ iyt -s 

故 Oio O01 二 -i 是 虚数 ， 因此 不 等 于 实数 ， 故 定 理 2.6 对 高 阶 焦 
点 也 成 立 。 | 

但 是 ， 从 高 阶 焦点 可 以 经 过 扰动 跳出 一 串 极 限 环 ， 这 将 在 下 
章 中 详 述 。 

$3. 实 丢 点 附近 的 联通 定理 
在 实 域 中 ， 一 个 实 鞍 点 有 两 条 分 界线 通过 它 。 每 条 分 界线 被 
. e llle 


EASAMB) ERARE TAIRA, AMBREMAE. E 
在 复 域内 则 是 另 一 回 事 ， | 

定理 2.7 一 个 实 系统 (E) MATERIA N 
条 分 界线 由 鞍点 分 为 两 段 ， 通 过 (*) 的 积分 曲面 ， 这 两 段 可 不 
经 过 鞍点 而 互相 联系 。 o 

证 明 经 实 非 奇 异 变换 可 将 鞍点 移 到 原点 ， 方 程 可 以 化 为 


+ BAR» LS 一 z 十 高 阶 项 ，X>0， 
则 已 知 有 两 曲面 


2 一 201(2) 一 0222 十 C323 十 …- 
2=2,(w) =d,wu + dws +- 
A | 

对 于 w=4w (2), 将 z=z2", 20 为 实数 >>0，0 由 0 2 3 
w, MXE (wz) ，, 即 由 分 界线 上 的 一 段 ， 变 到 另 一 段 , 但 20> 
0, 故 这 些 点 不 经 过 原点 , 同 理 对 z 王 加 (w) 也 如 此 .定理 2.7 证 毕 。 

根据 解 对 于 初 值 的 连续 性 ， 可 以 看 到 在 一 段 附近 的 点 也 可 经 
(E) 的 积分 曲面 与 另 一 段 附近 的 某 些 点 相 联 。 

”这 个 事实 的 一 个 应 用 是 

定理 2.8 设 一 个 实 系统 (E) 的 一 个 鞍点 8 的 一 个 分 界线 
l 到 达 一 结 点 或 焦点 号 ， 则 
S 附近 的 实 积分 曲线 或 者 与 
PHK, RAMI (E*) 的 
曲面 与 二 相 联 。 

证 明 SS 附近 两 分 界 
线 与 5 相 联 ， 在 一 个 分 界线 
的 一 侧 均 必 与 己 在 实 平面 上 
相 联 《如 图 2 )。 问题 在 于 
图 2 O 另 一 侧 的 实 积 分 曲线 。 根 据 


。1l12。 


定理 2.7， 同 一 分 界线 两 段 可 以 不 经 8， ME(ENZ 积分 曲面 
相 联通 。 利 用 解 对 于 初 值 的 连续 性 ， 在 8S 附近 一 侧 的 积分 曲线 也 
可 经 过 ( 召 *) 的 积分 曲面 与 另 一 便 的 点 相 联 ， 只 要 到 达 另 一 侧 ， 
则 均 与 P 相 联 , 因 PS 线段 附近 的 点 均 可 经 过 ( 召 *) 的 积分 曲面 
5 PHK. EX 2.81%, 

定理 2.8 的 一 个 直接 应 用 是 

定理 2.9 设 一 个 实 系统 (E) 自然 扩展 为 复 系统 (ES, 
BEN) 有 一 对 复 共 轿 奇 点 ， 并 且 所 有 积分 曲面 均 过 此 共 轿 复 奇 
点 ; 设 变 更 ( 召 ) 之 参数 使 这 一 对 共 斩 复 奇 点 重合 为 一 实 As 
再 分 解 为 一 对 实 奇 点 ， 一 个 结 点 和 一 个 鞍点 ， 其 他 奇 点 性 质 不 
变 ， 则 系统 (E) 的 积分 曲线 通过 (至 *) 的 积分 曲面 均 与 这 个 结 
点 或 鞍点 相 联 . 

例 ”一 个 带 参数 w 的 系统 


du. dz _ 
dq +4, dE > (Ea) 
a 由 正 变 负 ， 
X a`>0, H 
e wta 2, (Eï) 
有 两 个 共 轿 复 奇 点 


Pv ai, 0), P,(—v 45,0), 
AI 一 一 ai, Az =V ai, 
Im(A )= -v a +0, Im(A,)=v 4 +0, 
故 均 为 焦点 。 
通 解 为 
(+ Y ai) (WwW— ai) 224*! =oonst. 
积分 曲面 均 过 P| 及 P.. 
Ha 由 正 变 负 ，w<0， 则 系统 (DN) 有 两 个 实 奇 点 
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P, +v —a, 0), Ps —v —a, 0), 
| A= -vV —a<0, As=vY 一 0>0。 
w 了 ,为 结 点 ，P 了 s 为 鞍点 。 
通 解 为 
(w+ —a) (w—v —4a)"! 2 =const. 
则 有 一 张 积分 曲面 过 了 s， 即 w+ 一 4 二 0, 这 相应 于 const=0, 
除 此 之 外 ， 其 他 积分 曲面 均 过 了,。 
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RE 高 阶 焦点 与 串 环 定理 


$1. 实 域 中 的 处 理 


设 有 一 实 系统 
du | 
天 一 Xu 一 "+ 六 3 anula, 
dz (E) 
十 hz 十 > Y bula”, o 
at Ns J+Tmn 
引入 极 座 标 | | 
U=pC008p, T=p sing, (3.1) 
则 有 


dp < 。 
-i TAP +t 局 au(cos9， singp)p*, | 


d So, | 
=1+ > Bl co8gp, sing)p”, 
k=1 
dp _ tp pa (cosp, sinp)p' 
-= fao ooo 
P l4 > 81 cosp, sin p)p* 


=p[A, +p nto, sinp)pt, 62) 
Yi 为 (hk+1) 次 的 三 角 函 数 齐 次 式 。 现 在 用 
p=p(p;p0) = Duo! o (3.3) 
RA (8.2), UA 
e 115+ 


po=p(03p0), u,(0)=1, e(0)=0, (HL). 
则 可 对 p$ IIA, DUO) 的 微分 方程 ， 以 便 算 出 
(2). HEBER 
p(27, P) —p, = È (2a) =p, 
对 于 pn 有 | | 
A ds (0)=1, 
故 u.(p)=e"", 4,(25) =e 
由 此 知 
P(E, po) -pimple 114 Ha (27)p3, 


| 当 入 和 0， 则 原点 附近 p(2z，po) 一 p, 与 ple 局 号 ， 
故 不 为 0， 由 此 得 到 普通 的 实 焦点 。 
当 人 一 0， 则 方程 (3.2) 化 为 
| | ==" eony, singp)p?; (3.4) 
(3.3) 化 为 
p=p(0, P) =0 + Hut. 
因为 这 时 u (p=. HF pi 项 有 
du, (p) 
dp 


pò : =7.(p), u (0) 一 0. 


wp)=| yo0sg, smnqg)dg Ap è 27 周期 函数 。 对 于 ps 


项 有 

p$: TD 2 (O) 9) +v 0), us(0)=0, 
由 于 TO) 可 能 出 现 常数 项 ， HO) 不 一 定 是 9 的 周期 也 
数 。 
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+ 
o ™ ws, : 


一 般 yp) 是 9 的 三 角 函 数 的 AHI) REKKA A, A 
要 出 现 非 周期 的 lp) 则 为 奇数 ,第 一 个 不 为 零 的 wsr1(27)， 


可 以 将 展 式 写成 
PC2。， Po) — Po Uzr (200) po + 


这 个 便 是 此 焦点 的 阶 数 . o 
DEM ERARIO 
当 系统 (至 ) 的 系数 加 以 微 扰 ， 使 得 焦点 降 一 阶 ， 得 到 


(2%, Po) —Po™ Uzr-ı (2m) pa"! + 
FER wari(25 Jti- (20) <0, 则 焦点 的 稳定 性 突变 ， HB 


出 一 个 极限 环 。 
ARMENIA, FEAR (E, ) 有 跳出 三 个 极限 环 


的 例子 。 


下 而 是 具体 的 例子 
Ta 一 9 十 42 十 只 十 (5 十 8)20 ~— 372, 
| W a+iy+ra+(—4+5-28)0, 
| | s=10-1s, 3=1075%8, 2 =10 1556. 
则 在 
| 2242210728, 107254, 107108, 1078134 
之 间 出 现 三 个 极限 环 。 证 明 见 附录 二 。 

31. 复 域 中 的 处 理 
ATAN Es k>l, M=0, (DAA 
dq” tÈ 2, apuia, 四 
dx o (E) 

di 一 u +3 ¡An bula? , 


Air X Oja 为 实数 。 EN 
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AAT ARIES 


-一 … 一 SC 
IT Z +2 ,证 ， int > | 
(E*) 


d 一 o 
Ž w+ D ba tar. 
N= = 


则 由 第 二 篇 第 三 意 的 处 理 有 
Ó= + da Y >à ouit, 


Nal j +kaN 


Mam-i+ > Cu (DD), 


,和 = 
通 解 可 以 写成 
gy o Dr 7 /BI 
一 const。(1 十 …) (3.4) 
方程 右 方 在 焦点 附近 是 解析 的 。 


定理 3.1 当 系 统 ( 召 ) 的 参数 dy, ba PERDIZ, 使 高 阶 
焦点 由 五 阶 下 降 到 (8 一 1) 阶 ， 并 姚 出 一 个 极限 环 时 , 则 通 解 将 由 
(3.4) 之 形式 化 为 

exp| ~- 1 
(k—1)(9 0’) 

[9 /D D 1] Bolo! 21<2)- 
[0'0 gee =conste (1+ :=) (3.5) 
此 处 Di i=ut it o 
Re(o' aa) Reen) <0, 
— dr ¡1 i0, 
ò? >0, 


证 明 (3.5) 中 除了 一 个 因子 [而 1 一 8+]*1-! 外 ， 均 在 (3.4) 
¿118'+ 


[CAS 


由 类 似 地 出 现 了 。 这 个 因子 的 来 源 是 跳出 的 极限 环 。 注 意 到 契 实 
M 
ZD ¡D=(0 5) {2Re(o!, ,) + 2Re(e!,) D'O ++}, 
因此 ， 在 此 高 阶 焦 点 附近 出 现 的 极限 环 即 由 方程 
Y Rele ba-ar21)3%=0 

中 解 出 的 实 根 0? HE, 

注意 到 Relcisa) Relea) <0 这 是 由 于 焦点 跳出 一 个 
极限 环 时 改变 稳定 性 之 故 ， 以 及 由 于 解 对 于 参数 的 连续 依赖 性 
Recz) Rele) >00, 故 上 式 中 前 两 项 的 系数 Re(css-s)Reles,) 
<0。 这 样 使 得 在 焦点 附近 出 现实 根 02。 即 


Ð’ E= >0 
满足 
ab! gp! 
poll 一 0 ， 
di Ds? 一 和 


即 得 一 个 极限 环 。 如 果 8: <0， 则 得 一 个 复 曲 面 。 当 8: ->0 时 ， 
(3.5) 应 化 为 (3.4) ,由 此 知 ( 一 及 -DC _D)<0， 以 便 取 极 限时 ， 
这 一 项 使 方程 右 方 出 现 指 数 上 方 的 函数 变化 。 

利用 上 述 定理 即 可 得 到 | 

定理 3.2 RERA) 有 一 个 b(% >>0) 阶 细 焦 点 ， 则 对 
其 参数 Op bjs 作 适当 微 扰 后 ， 可 以 依次 跳出 个 极限 环 ， 而 此 
细 焦 点 化 为 一 粗 焦点 ， 其 通 解 则 由 | 


leg EEN jio DB] [0/0 7 Peter) 


= conste (1 十 …) 
化 为 | | 
[8B] p/p BRO IT (DD) 


= conste (1+), 
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其 中 —dO 1 0 VLO, ita JI<O， 
<<, 
方程 右 方 在 原点 附近 为 解析 的 。 
下 面 是 一 个 常见 的 典型 例子 。 
研究 系统 (五 ) 


== y+ pala? + yo — O01)(22+ oy: —62) (T+ yy — 03), 


变动 四 个 参数 及 ,61,62,6s 可 以 得 到 五 种 情形 * 即 中 心 ， 三 阶 细 焦 
点 ， 二 阶 细 焦点 及 一 个 极限 环 ， 一 阶 细 焦点 及 两 个 极限 环 ， 粗 焦 
点 及 三 个 极限 环 ， 如 下 表 所 示 ， 见 表 121 页 ， 这 时 
P =+ iy, D=x—UY. 

文 里 可 以 看 出 ， 减 少 焦点 的 阶 数 ， 增 加 了 极限 环 ; 从 解析 的 
角度 看 ， 则 为 增加 了 通 解 的 因子 。 | 

另外 一 个 值得 注意 的 地 方 是 ， 对 于 五 阶 细 焦点 ， 如 果 0, 
则 不 再 有 可 能 升 为 (% 十 1) 阶 焦点 ,如 上 例 中 三 阶 细 焦 点 之 心 一 0， 
而 二 阶级 焦点 外 有 一 个 环 ， 可 收缩 到 零 ， 以 天 高 信 点 之 阶 数 ， 这 


ES E ES EERE 


的 要 求 而 来 。 

在 出 现 重 环 O- 一 62 一 0 的 情形 下 ， 积 分 中 出 现形 如 
(68-83) exp| — TETY ] 

之 因子 ， k >0, 


例如 在 上 例 中 ， 当 5 一 0，3: 二 6s =1, 则 有 一 个 细 焦 点 和 一 
个 偶 重 环 ， 通 解 为 


(D/Dy" (DF)? exp | -pg (08 -D 。 


.exp| 一 上 = const. 


(651) 
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IEU = e-ntra (58 DD) 


~ CI G 8@ 一 pp) 7 HL 
X Mee (E DD) | 
XB G/T) | 
Ummm (ER BD) | Ye 
A RO (2-00) | 0 gign = 1 0 一 'Q 
Cg > z XX 3 Kia K 0% 9 aav Ml 
merap ð Dx EL 2 ~ drol D/D) 0 一 07 8 07 T RA 
¿SU0)= se- E DD) nep p) X y 
TREFT. Oe ezg Wave N 
(cat 20 a (0/9) o= A= A | 0# 8 o0% 出 Siy 
E A DES MA 0+7T=*4 | o=*9=*"9=' lr o 
jsuoo=|* T 一 SETE o="4="4="4 | 0# r a a AE 
E (Po)e E 一 | o=*2=*9='0 nm 
puo — SE jazo qa 0= | 中 
E E A E: 
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第 四 篇 
希 尔 伯 特 第 16 问题 


第 一 章 问题、 方法 与 结果 之 一 例 


$1. 问 q 


在 1900 年 巴黎 举行 的 国际 数学 会 上 ， 大 卫 * 希 尔 伯 特 作 了 题 
为 “数学 间 题 ”的 著名 报告 。 在 这 篇 著名 报告 中 ， 他 除了 一 般 地 
论述 数学 问题 在 推动 数学 科学 发 展 的 作用 外 ， 还 具体 地 提出 了 
23 个 数学 问题 。 这 些 问 题 吸 引 了 数学 界 的 广泛 兴趣 ， 并 给 数学 
的 各 个 分 支 以 极 大 的 推动 作用 。 1974 年 美国 数学 会 召开 了 专门 
会 议 , 总 结 这 些 问题 已 经 取得 的 成 果 , 和 由 于 这 些 问 题 而 进一步 产 
生 的 新 发 展 。 会 议 出 版 了 题 为 ”由 希 尔 伯 特 问题 而 引起 的 数学 发 
展 ” 的 两 卷 集 文献 。 这 部 专集 对 于 23 个 问题 中 的 22 个 ， 逐 个 地 
进行 了 总 结 和 探讨 ， 唯 一 的 例外 是 第 16 问题 ， 在 这 部 专集 中 只 
是 重 抄 了 原来 的 问题 ， 此 外 一 字 未 提 。 下 面 是 问题 的 原文 ; 


16. 代数 曲线 与 曲面 的 拓扑 问题 


平面 % 次 代数 曲线 所 可 能 具有 的 分 立 封 半分 支 的 最 大 数目 已 
为 哈 拉 克 所 解决 ， 进 一 步 出 现 的 问题 是 在 平面 上 这 些 分 支 的 相对 
. 123 。 


位 置 。 对 于 6 次 平面 代数 曲线 ， 按照 哈 拉 克 定 理 ， 最 多 可 能 有 
ll 条 分 立 封闭 分 支 。 用 一 种 复杂 的 过 程 ， 我 用 使 我 自己 感到 满 
意 的 方式 得 到 的 结论 是 : 不 能 任何 两 条 曲线 不 相 包 而 是 有 一 条 
闭 曲线 ， 在 它 内 部 有 一 条 闭 曲线 ， 在 它 外 部 有 九条 闭 曲 线 ， 或 者 
反之 。 当 团 曲 线 数 达 到 最 大 时 ,对 团 曲 线 的 相对 位 置 的 彻底 研究 ， 
我 觉得 是 具有 很 广泛 的 兴趣 的 问题 。 不 亚 于 此 的 是 ， 对 于 空间 代 
数 曲 面 的 个 数 、 形 式 和 相对 位 置 的 研究 ， 的 确 ， 直 到 现在 ， 划 至 
还 不 知道 三 维 空间 中 的 4 次 代数 易 面 所 可 能 具有 的 分 立 封闭 分 支 
的 最 大 张 数 是 多 少 。 

与 这 个 钝 烷 代 数 性 质 的 问题 相 联 系 ， 我 希望 进一步 提出 一 个 
问题 ， 我 认为 可 以 用 系数 连续 变易 的 方法 来 攻击 的 ， 其 解决 是 对 
于 和 松 分 方程 所 定义 的 积分 曲线 族 有 具有 同村 价值 的 问题 ， 这 就 是 关 
于 一 次 一 阶 微 分 方程 

dy/dr=Y,/X, 
CHX. BAY LA(S) 的 匈 次 有 理 整 函数 ) RADA 
环 的 最 多 个 数 和 相对 位 置 的 问题 。 用 齐 次 形式 、 可 以 写成 
X(T A + 


Zz (XA 2X \ 


ac iar 
2g X,Y,Z 是 YY 的 nk Fk A AA > MEY 是 参数 
的 函数 。 
这 个 问题 中 关于 常 微分 方程 的 部 份 ， 可 以 写成 下 面 的 形式 ; 
对 于 实 域 中 的 tz,9) 的 nn 次 多 项 式 X,(2,y) R Y.Y) F 
求 出 常 微分 方程 组 


= .2,Y) Y =Y (zy) (E,) 


的 极限 环 的 最 多 条 数 A Cn)， 以 及 当 达 到 最 多 条 数 时 ， 它们 的 相 
对 位 置 如 何 。 l | o | 
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=0, 


这 里 “极限 环 ” 一 词 指 的 是 作为 螺 线 的 极限 位 置 的 孤立 封闭 
积分 曲线 ， 其 上 没有 奇 点 。 


$2. 方 法 


我 们 将 应 用 五 种 方法 的 有 机 结合 来 攻击 这 一 类 问题 。 

庞 加 莱 在 1881—1886 年 间 写 的 论文 : < 微分 方程 所 定义 的 
积分 曲线 > 开创 了 常 微分 方程 实 域 定 性 理论 这 一 分 支 ， 这 已 取 
得 重大 的 成 果 。 极 限 环 概念 的 引入 ， 及 其 类 比 于 代数 方程 的 根 的 
研究 便 是 这 一 分 支 的 中 心 部 分 之 一 。 庞 加 莱 在 其 全 集 第 一 卷 的 自 
我 总 结 中 ， 表 述 了 他 的 研究 思路 的 发 展 。 庞 加 菜 写 道 : . 

“自从 微 积 分 的 原理 建立 以 后 ， 分 析 工作 者 遇 到 三 个 问题 : 

代数 方程 的 求解 

代数 微分 的 积分 ; 

微分 方程 的 积分 。 

这 三 个 问题 的 历史 是 相同 的 ……… > 

我 们 知道 ， 极 限 环 在 常 微分 方程 定性 理论 中 的 地 位 非常 类 
似 于 根 在 代数 方程 中 的 地 位 .注意 到 高 斯 的 代数 方程 的 基本 定理 : 

“多 次 代数 方程 有 多 个 根 ” 
是 在 复 域 中 得 到 证 明 的 .由 于 类 比 , 实 域 中 的 希 尔 伯 特 第 16 问 题 的 
实 极限 环 的 最 多 条 数 的 问题 也 应 在 复 域 中 作 类 似 的 研究 ， 才 更 能 
看 清 问 题 的 本 质 . 由 此 ,问题 便 将 从 实 域 的 研究 , 转 入 复 域 的 研究 . 

WU, (us) , 


将 这 个 系统 目 然 扩展 到 复 域 ， 即 命 
W=u+ iv, Z£=x+Y, T={+%7, 
则 (局 ,) 月 然 扩 展 为 复 域 系 统 


A=W), =Z). (E$) 


IEX, (u1), (E.) 
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比 处 
W lwz) =U, (wsz) Z,(w,2)=X,(wyz). 
我 们 将 从 ( 吾 ,) 的 积分 曲线 族 
F (u, 2) =con08é 
的 研究 ， 自 然 扩 展 为 对 于 ( 吾 *) 的 积分 曲面 族 
F(w,2)=o0ngt 
的 研究 ,并 再 用 实 平 面 v=y=0 切 这 些 曲 面 , 从 而 返回 去 对 实 域 作 
出 结论 ， 这 便 是 本 书 的 主题 思想 ， 在 前 第 二 篇 及 第 三 篇 已 系统 论 
Ko 
第 二 个 主要 的 方法 是 实践 希 尔 伯 特 所 说 的 “参数 变易 法 ”。 
这 就 是 ， 将 参数 作 微 小 的 变动 ， 研 究 拓 扑 结 构 的 变 与 不 变 。 在 拓 
扑 结构 发 生 本 质变 化 的 地 方 , 现 在 常 称 为 分 支 理 论 即 其 中 之 一 类 ， 
下 面 我 们 将 用 实例 来 加 以 说 明 。 
哈 那 克 定 理 得 到 最 多 的 分 立 封 闭 分 支 的 最 大 数目 


¿(M-1)(n-2)+1, n=% 
N (n) = 1 
¿(n—2)(n-3)+1, 当 % 二 奇数 。 


当 % 一 时， (n) 一 4 ， 即 最 多 有 4 条 分 立 封闭 分 支 。 当 达 
到 四 条 时 ， 显 然 没 有 套 环 的 可 能 性 ， 否 则 至 少 可 以 作 一 直线 使 与 
它们 相交 于 六 点 ， 即 至 少 为 6 次 代数 曲线 。 由 此 可 见 ， 它 们 将 互 


不 相 包 。 
要 具体 造 出 四 个 分 立 封闭 互 不 相 包 的 代数 曲线 的 例子 ， 可 以 
用 参数 变易 法 如 下 : 
先 取 两 个 相交 的 酉 贺 ， 例 如 
£? + 3y? —4=0, 3r +y 一 4 一 0。 
则 四 次 代数 曲线 


F =(1+3y-4)(32*+9?-4)=0 
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的 闭 分 支 是 不 分 立 的 。 下 面 作 微小 变易 
G,=PF,+0.1(22+y%)=0, 

则 这 些 相 联 的 闭 曲 线 破 开 为 四 条 互 不 相 包 的 封闭 曲线 ， 如 图 3 所 

ZR: 


=> 


F¿=0 F4=09.1(224y2)=0 
3 
从 微分 方程 的 角度 来 看 ， 主 要 是 研究 产生 极限 坏 的 痰 变 性 。 
这 主要 从 两 方面 来 研究 、 一 种 是 对 了 字 有 根 的 曲 简 ， 研 究 它们 的 根 
由 结 点 变 为 焦点 时 ， 从 没有 孤立 极限 曲 商 变 到 孤立 极限 曲面 ， 茶 
研究 它们 与 实 平面 的 切 迹 ， 这 样 ， 便 由 了 琉 立 极限 曲 苟 的 数 自 及 性 
质 来 加 以 控制 。 另 一 种 是 从 高 阶 焦 点 跳出 极限 环 的 可 能 性 ， 这 些 
都 已 分 别 在 第 二 篇 及 第 三 篇 中 讨论 过 ， 
第 三 种 主要 方法 是 利用 解析 函数 的 良好 性 质 ， 解 析 函 数 能 由 
局 部 决定 全 局 ， 这 至 少 从 黎 要 时 已 经 知道 了 的 。 当 时 是 利用 解析 
延 拓 ， 由 局 部 拓展 到 全 局 。 但 是 这 只 是 理论 上 的 办 法 ， 对 于 具体 
”的 方程 难于 应 用 。 现 在 在 若干 特殊 情形 下 ， 系 统 有 显 式 的 解析 积 
分 ， 因 此 ， 也 就 可 以 明确 地 得 到 曲面 与 奇 点 的 联系 ， 例 如 由 显 式 
的 解析 解 得 到 强 有 根性 ， 以 这 样 的 类 型 为 基础 变动 参数 ， 则 可 研 
究 强 有 根性 的 保持 问题 ， 从 而 使 全 局 关系 得 到 控制 。 
第 四 种 主要 的 方法 是 利用 计算 机 作为 辅助 工具 。 计 算 机 可 以 
作 严 格 计 算 和 近似 计算 两 种 用 途 . 在 严格 计算 方面 ,例如 焦点 量 公 
式 的 严格 推导 ， 由 高 阶 焦 点 虹 出 极限 环 的 具体 实现 中 参数 的 选取 


e 127» 


与 严格 论证 ,这些 都 是 工作 中 必 不 可 少 的 部 分 ,这 将 在 附录 1 与 附 
录 2 中 加 以 简 述 。 另 一 方面 ， 利 用 计算 机 对 于 四 维 空间 中 的 二 维 
曲面 族 作 近 似 计算 ,从 而 发 现 若干 性 质 , 例 如 “ 根 ” 的 位 置 ， 当 4 e 
定 所 得 的 四 维 空间 中 曲线 族 的 某 个 奇 点 对 + o 是 渐 近 稳定 时 ， 
近似 计算 中 的 误差 一 般 不 会 影响 曲线 走向 这 一 奇 点 的 性 质 ; 这 
样 ， 近 似 计算 就 为 精确 证 明 提 供 参 考 和 协助 形成 概念 。 总 之 ， 计 
算 机 的 作用 于 于 加 训 问 题 的 解决 是 + 分 重要 的 ， 丰 则 工作 可 能 信 
个 明定: o OS 
第 五 种 方法 是 李 群 的 概念 的 推广 .在 实 域 微分 方程 的 研究 中 ， 
将 解 曲线 族 变 为 解 曲线 族 的 变换 形成 一 个 单 参数 的 群 ， 这 便 是 李 
群 的 原始 思想 .在 李 群 下 的 不 变 曲线 占有 特殊 的 地 位 .事实 上 极限 
环 就 是 在 李 群 下 的 一 种 不 变 曲线 。. 现在 推广 到 复 域 ， 这 就 需要 推 
广 到 解 曲 面 族 以 及 两 参数 的 变换 群 。 极限 环 作为 孤立 极限 积分 曲 
线 ， 某 推广 则 为 孤立 极限 积分 曲面 ; :这 样 便 要 研究 在 两 参数 的 变 
换 群 下 的 不 变 的 积分 曲面 ， 而 孤立 极限 积分 曲面 是 这 类 不 变 的 积 
分 曲面 中 的 一 种 。 从 这 一 种 观点 出 发 ， 人 们 还 将 进一步 研究 通 解 
的 “解析 定性 ”结构 ， 亦 即 通 解 由 多 少 个 因子 所 组 成 ， 每 个 因子 
的 特性 如 何等 等 ， 这 是 一 门 急 待 重新 发 展 的 分 支 学 科 。 

_ 将 上 述 五 种 方法 有 机 地 配合 使用， 这样， 我 们 便 可 以 开始 进 
攻 希 尔 伯 特 第 十 六 问题 。 


“§ 3， 结果 一 例 va E 


作为 上 述 理 论 的 具体 成 果 ， 我 们 举 出 下 面 的 定理 。 
定理 1.1 对 于 实 域 的 二 次 微分 方程 系统 


O 
最 多 可 有 四 条 极限 环 ， 即 
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N(2)=4, 
并 且 ， 当 达到 最 大 条 数 时 ， 它 们 的 分 布 必 为 (1，3) 结构 ， 即 一 个 
单 的 环 和 一 串 三 个 套 环 的 结构 。 用 记号 可 以 写成 

(1)+ (15151). 
定理 的 证 明 将 经 过 一 系列 的 步骤 来 实现 。 
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第 二 章 ”具有 三 阶 细 焦点 的 二 次 系统 


$1， 问题 的 简化 
一 般 的 实 域 二 次 系统 
= 2 PPUT ' J= He bau at, (2.1) 
有 12 个 实 参 数 Gino bjr 
经 过 有 六 个 任意 参数 的 非 青 异 的 线性 变换 
E=out+Br+7Y, y =0u+ 80 +[ (2.2) 
可 以 省 去 (2.1) 的 六 个 参数 。 特 别 具 有 焦点 的 系统 可 以 化 为 


de t+ lE + mbnt my 


(2.3) 
dg(1 + a€+ bn). 


这 里 有 六 个 任意 参数 入 ,1 MN Gb. 
这 里 = 二 0 是 一 个 焦点 或 中 心 。 


n0, E=0 上 还 有 一 个 奇 点 6 一 0，9 一 二 . 当 n>0, 这 个 


麻 点 走向 ce 处 ， 故 9 一 0 可 看 作 % 关 0 的 极限 ， 
因此 ， 以 下 设 % 天 0。 用 ng,mm i én, MAR y 的 系数 化 
为 1， 这 样 又 可 减少 一 个 参数 m%， 得 到 如 下 形式 
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-a =9+ + lE + mënt n, 


dn _ 
q tabs bn), 


这 里 只 有 五 个 任意 参数 和 7 72y0Cy6。 
进一步 设 É=9=0 为 三 阶 细 焦 点 ， 即 要 求 
V ,= 和 A=0, 
V,=m1+1)-a(b+21)=0, oo 
V,=(m-—50) [am(21+5+1)-(5+21)(1+1(6+1)]=0, 
V, =-a(20*4+2-+ 1)[am(21+05+1)4b+21X1+1)10+D)] «0. 


(2.4) 


则 有 入 ==0， m=54, b=31+5, (2.5) 
a0, 2at+2+1%0, e*(51+6)-3(1+1)*(142) 0, 
(2.8) 


at O, MAE, 一 1) 代 (人 8) 可 将 CE 反 喘 。 因 此 ,以 下 设 a, 
由 此 ,(2.4) 化 为 


| de glg +s0fn +, 


dn (2.7) 
gSa +at+ (31 +5)9). 


这 里 只 有 两 个 参数 (ay1) 了， 并 且 a>>(0 。 
MEKLE, WASZA (E) 系统 的 典 
型 方程 可 以 写成 


| = 一 和 十 lu? + 5ouz+ 7?, 
de (2.8) 
| g 904 au4 (314532), 
并 有 条 件 
a>0, 244 +24+1%0, a? (5146) -3(1+ 1)? (14+ 2) 0, 


(2,9) 
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本 章 便 是 研究 这 种 类 型 ， o 


EROE $2. 中 心 类 型 的 强 有 根性 
对 于 系统 (2.8)， 进 一 步 命 4 二 0， 则 得 系统 
Mao ryha, auai enD. (2.10) 
这 里 只 有 一 个 参数 1 。 将 (2， 10) 中 消去 ， Mu 的 线性 方 
程 ， 故 有 显 式 积分 如 下 形 ; ; 
ES FCászs) monte FIC) i - (2,11) 
RB Fo Pt FARO, o 


| TF, ug) 一 


i 
(2145) ARE )| | 
BS E 1 -下 |. yayo a pa 1 35 十 5: 
We dy 


Peo 10m4 


107) +18. TE 


系统 (2.10) 一 般 有 七 个 奇 点 ， 四 个 有 限 奇 点 ， 三 个 无 限 奇 
He | CO 0 
E u=0 上 的 两 个 有 限 奇 点 记 作 了 1(0,0), 了 ,(0,1); 在 1+ (31 
+5)z=0 O 上 的 两 个 有 限 奇 点 ， 记 作 P:(Ww3,23)» PC w,524)> Hij 


AAA EIA? 
SICA "—=3(1+2) 
Uca r 4 LLF5)” 


PEREA ZA Mih 
w hu? + 2? 
z  u(314+5)z 
Bp 2[(21+5)u* —22] DH, Bm 
P.¿(1:0:0) 实 点 ， Lon 
Poll: Y UFE 0) VS ma 
P,(1:-— Y 2145 : :0) | 
下 面 对 这 七 个 奇 点 进行 研究 。 


P,(0,0) 恒 为 实 中 心 ， AARO w, 大 写 表示 为 实 育成， 
P.(0,1) 附 近 的 雅 可 比 为 


《之 一 5/2 为 虚 点 。 


| ,sar2). 
1 十 (3 十 5)7 ($145) y Pra ol - 
由 此 知 一 


1 一 2 为 实 中 心 ， 以 C 记 ， 
/之 一 2 为 实 鞍 点 ， DIETA 


Ps 及 P, ARA - 
2v 一 1 二 22 21 wy 一 上 十 227 | 2 

二 1 二 (434 二 5 和 (3045) So og 0 (B14+5)0, 
ao i= 


故 有 N=21 0, 439 和 一 (31+ 6) ws, 49 
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故 可 有 下 表 
1< -2 ES O EWEA ny n 
-2<i<-5/3 | A<0 | REAA NN 
=5/3<1<0 | A>0 | JERA 8,8 
0<1 A<0 “| 复 的 结 点 n,n 


关于 ce 点， 利用 
w=1/é, 2=9/£, AT =dv/É, 
则 可 化 为 


op dE 2 
rro ), 


| (2.12) 
dg (214+5)9+E9 0, 


HARE E=0, (21 十 5)9 一 02 一 0。 
P,(0,0), P¿(0, v 21+5), P,(0, 一 w 2145), 
在 奇 点 的 雅 可 比 有 
-1—286n—7, -E+E 
ltn, 214+5+2E9—3n* Eze 
故 M= len, d=(214-5)-37; 
A=—A/Mh=(14+7)/(Q) 45m 37) 


db, 0 
141, (27 十 5) 一 30 |, 


为 实数 。 

在 Ps 处，7 一 0， 才 一 57 下 5。 
改 当 0< 7, 或 4< 一 5/2, 了 三 HERA, IES .而 当 -5/2<1Z0, 
P, 为 实 结 点 ， WEN, 
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EPR P le, n=2l+5, AS 


-2 <i, A <0, PeP, 为 实 结 点 N,N., 


<<<» A>0,P Ps HTA 55, 


<<» A<0, Po P: 为 复 结 点 NN, 
总 结 可 以 得 到 
定理 2.1 系统 (2.10) 的 自然 扩展 复 系统 


dw an 2 2 dz 一 | 2 10* 
q z+ tz, FT =w(1 + (314+5)2). (2.10%) 


依 l 值 而 被 化 为 五 区 ， 分 界 点 在 /一 0， 一 5/3， —2, —5/2, 在 这 五 
区 中 奇 点 组 的 性 质 各 异 ， 列 表 如 下 : 


P, P, Py P, P, P, P, 
(< — 5/2 C O p n SS n nm 
—5/2<1<-2 C O n n SS N E 
—2<4< 一 5/3 C OS N N SN 8 
—5/3<1<0 C S S S N N N 
0<! C S mn n S N N 


进一步 有 

定理 2.2 上述 五 区 中 ， 积 分 曲面 均 过 奇 点 , 即 系统 (3.10 ) 
具 强 有 根性 。 更 具体 地 说 : 4Í(1)>0, WEBS Ps 及 了,， 
mí F(1)<O0 , 则 曲面 均 过 Ps, Pes P: 之 一 。 


证 明 32m, m -2 >0, 即 1>0 或 {过 -5/3， 


31+5 
则 所 有 积分 曲面 
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F (6,231) = conste [F DO . 
33 F,u,2,1)=0 5 F,(u,2,1)=0 之 交点 ， 即 Ps 5P. 


5 (1)<0, BI, <O, BN —5/8<1<O0, 


31+5 
通 解 
F (w, 2; 1) =conste [F (ie, z; DJED 
中 以 w=1/é, z=n/& RA, WEKRE, WA 


1 E AU 1, 
(2145)  (21+5)(1+5) (2145) (145) z 


Es (314 5)7 人 conste EN, o 

由 于 (1)<0， 故 -一 (1) 汪 >0，2 一 (1)>>0。 因 此 ， 当 const 
+0, 则 积分 曲面 过 PePe 及 P, 三 者 。 而 当 const 一 0 ， 则 积分 
曲面 过 PPP, 三 者 之 一 。 | o o 

由 此 得 到 所 有 曲面 过 Pos Pos Py 之 一 。 

定理 2.2 证 毕 ， | 

这 些 与 全 局 相 联 系 的 奇 点 组 ， 简 称 为 控制 奇 点 组 。 对 于 这 五 
X., ATÆ: | o 


P, P, n n 
—5/2<1< —2 P, P, Tu n 
—-2<1<-—5/3 P, P, N N 
-=5/3<1<0 P, Pe P, NNN 
0<1 Ps P, n nm 


注意， 这 里 表明 ， 实 曲线 经 过 复 曲 面 而 与 控制 奇 点 相 联系 。 
”定理 2.3 当 1!=0, 一 5/3, 一 5/2, 一 5, 一 2, 时 系统 (2.10*) 

具有 强 有 根性 。 
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证 明 分别 加 以 验证 。 


1 二 一 5/2 两 侧 均 由 CP, Po 控制 组 Cn， miel, I= 
-5/2 亦 如 此 。 也 可 直接 验证 -ooo 
$ is 


In(1-2. 59-4850- 2, 52) 


12 | 
Ll 72 2 
+ 195 ca 52), 


将 1-2.52>0%, Mju? 2 >0 
AE AH CO oo, WE Ps EP, 
a O=, MH 12.520,88 Pg 5 Pa Eo 

控制 奇 点 组 。 : 
I= 一 5， aero. 


mn o (1-102)? + 


PaP, A 


+o 6 hn(l —102) 
十 


m 5 conste (1 — —102), 
以 w=1/8, ER A 


+0 (E 10m)? + 


16 e [In(£—10n) — Ing] 
+ 0 e =C(é —10N 。 ~ 


HENO, Y E>0*, "+i 上 式 成 立 ; 即 积分 曲面 过 
Ps 与 P, . . 


1 二 一 5/3 直接 验证 如 下 : 


230,24, 36 ta 
ES EIA 

5/3 o 
取 E , Re(£)>0, >0,, 


w=nf/E, 则 有 四 
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2 一 24 EF A | 
ý ES at =P Ot, 


当 Re(£)>0,€>0, Mj e7 Ea -1>50,HI9>+1. 
故 积 分 曲面 过 (1: 士 1:0) 即 P45P,, 
关于 1=0 , 直接 验证 如 下 : 


1 12 12 


当 C=00, Bn 14 52=0 , 故 过 Po, 
Y Oo z= ES, up MA 


21,12 72 
n TS 1256 Un(Et5V 5) - —m8]=CÉ, 


当 $50, 9 一 1 一 0 即 n>, ARO MEE (w:2:1)=(1: 
+v 5:0), FEE P, 及 P. 
一 一 2, 则 A= 4, R Mm P 3 Pae 
总 结 可 得 
定理 24 对 任何 ! ， 系 统 (2.10*) 具 有 强 有 根性 。 


$3. 〈4，0) 参 数 平面 上 的 变性 线 


在 前 节 已 研究 了 a=0 时 的 情况 ;现在 要 研究 040 的 情况 。 
这 样 我 们 就 要 涉及 (%， 1 参数 平面 。 
具有 三 阶 细 焦 点 的 系统 ， 由 第 一 节 已 知 可 以 化 为 


= 一 0 十 lw + au +2, 
| dee (2.8) 
q (14 out (314 5)x), 
并 且 可 有 条 件 
a>0, 2a? +2 +0, 
a? (51 +6)—3(1+1) (1+2) #0, (2.9) 


«18. 


Bp V|¡=V3=V,=0, 而 

;= 一 ac(2cz 十 2 十 1)[o(57 十 6) -3(1+ 1)*(142)]%0. 

下 面 对 七 个 奇 点 性 质 的 改变 ， 逐 个 加 以 研究 ， 

P,(0,0) 在 六 ,天 0 时 为 三 阶 细 焦点 ， 而 在 V: =0 时 为 中 心 ， 
故 当 下 三 式 之 一 满足 时， 


a=0 (2.13) 
2a4?42+ 1=0 (2,14) 
at(514 6) -3(14+ 1)*(142)=0 (2.15) 


为 中 心 。 
当 参 数 通过 这 三 条 线 时 VES, 即 三 阶 细 焦 点 的 稳定 性 
性 质变 号 。 由 于 它 是 通过 中 心 过 湾 的 ， 因 此 ， 并 不 跳出 极限 环 。 
P:(0,1) 的 雅 可 比 为 


2lw +502, —1+5aw+2z 54, 1 
14 2aw+(301+5)2, (3145)w = 3(1+2), ol 
a —5aà—3(1+2)=0, 
故 有 两 条 变性 线 
l= 一 2 (2.16) 
及 
25a2 上 上 12(1 十 2) 一 0， (2.17) 


3 2504 12(1+2)<0 HN, P: JRH; 

3 250+12(1+2)>0, 1<-2 if, P, 为 结 点 ; 

4 1>-2H, P. 为 鞍点 。 | 

改 (2.16) 是 鞍点 与 结 点 的 分 界线 ，(2.17) 是 结 点 与 焦点 的 分 
界线 。 

下 面 研究 1+aw- (31+5)2=0 上 的 两 奇 点 人， (wss2s) 及 了 P, 
(Wis 24)。 


w 3a(21+3)+(314+5)4 3[3a?—1(142)] 
CT? A, 1 775 T5 7 


1(314+5)?—a?(151 +24) 
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aè—l (31 +5) Fay 38a -I 0+2] 
(31 +5)*—a*r(151+24) i 


EERRAZESO N di 


23,4 一 


—1(1+2)=0 (2.18) 
及 
1(314+ 5)? —a*(1514+24)=0, (2,19) 
当 3o 一 5 十 2)<0， 则 (wa 2s HERA 
4 3a?—1(14-2)>0, Mj (Wars Zoa) IERA. 
因此 (2.18) 是 复 奇 点 汇合 为 实 奇 点 的 参数 线 。 
对 于 (2.19) 则 是 志 :， 革 之 一 走向 ce 处 ， 与 cc 处 奇 点 相 汇合 
之 线 。 
Æ 3a? 一 (1 4+-2)<0 时 ， 可 证 明 Ps, P 均 为 复 焦 点 。 
这 主要 需要 计算 Im(4), 
以 卫 ; 为 例 ， 有 雅 可 比 
21w+54a2, — 1 + 2z + 5aw 
14 20w+(31+5)2, (31 +5)w 
=| 21w,+5425, Gaw, + (31+7)2, | 
aw, (314 5)w, !> 
—5((14+ ¿)w,+azA+ 20.4 3(3at—1(142)) =0. 
记 p=-—5((1+ 1)w,+423) , q=2wsv 3(34? —1(1+2)). 


如 果 A=- HER N] 


Pa 


PE 一 (95) 人 (和 2)= CS =(47) (2+ Àr E) 


=(D(24 + 25) 
ja 

也 是 实数 。 
因此 ， 只 要 pI 不 为 实数 ， 则 Im(A) 40, 
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当 3o 一 上 G 十 2<0 ， 可 以 直接 算出 
Tm(p27) 王 3c[2a2 二 1 十 2][(157 +24)a? —1(31+5)?] 
x[3cz 一 (1 十 1)(57 十 9)]。 
6 一 0 及 2@2 十 1 十 2 一 0 均 为 中 心 条 件 ， 此 时 Pa P, 为 结 点 。 
当 3a2—1(14+2)<0, MI 
—(1+D (514 9)< (142) (14+ DD (51+9) 
=-—(2143)<0, 
故 3at—(1+1)(5149)+0, 
当 32z2 一 !( 十 2)<0， 则 10 或 41< 一 2。 
当 ]>0, 1514240, 


(151+24)a2—1(31+5)* < (151424) I+D - 


—1(31+5).=-—1(214+3)<0 ; 
m4 1<-—2, 1514+24<0, 
(151+24)a*—1(31 +5):>(151 +24) 0442 一 


—1(314+5)*=-—1(214+3)*>0, 
故 3at—1(1+2)<0, Mi] (151+24)a?—1(31+5)2%0, 
BLA», 当 P, 不 为 中 心 ， PsP, 为 复 坷 点 时 ， PP, MA 
当 2o 十 2 十 1 一 0 时 ， 可 以 直接 算出 Ps 处 有 


5 a(l+v SA+ 40) 5) A+ 3a(1+vV 3(1+ 1a?) 2) =0, 


E 14 302 2 (430) 
a 3 alty 3(1+ 4a?) y 
! 2 1 302 
he = a(1l+vV 3(1+4a?) i) 
2 14 3a? 
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A= —h da =-3/2<0, 
w Ps HAA. MEP, A. 


TENA oo LAA OTE: 
由 《2.87 以 
w=1/8, ¿=n9/€, dr=dt/£ 
RA) E 
E =E(-1-5an+ En), 
dn (2.20) 
g Itet (21 +5)n — 5an? + En — nè. 
ce 奇 点 在 《一 0 及 满足 
f(M=0+ (21445) —5an*—-ni=0, (2.21) 


《2.21) 由 一 定 根 变 为 三 实 根 之 条 件 为 
4=5004*+ [25(21+5)2+ 90(214+5)—27]a* 
+ 4(214+5)3=0 (2.22) 

当 4<0 时 ， 只 有 一 实 根 ; 

当 4>0 时 ， 有 三 实 根 。 

A=0 时 为 两 复 根 重合 为 一 实 根 的 过 渡 情 形 , 即 两 复 根 重合 为 
一 实 根 ， 再 分 解 为 一 实 结 点 和 一 实 鞍 点 ; 另 一 实 根 之 性 质 可 直接 
计算 ， 也 可 由 指数 定理 加 以 决定 。 

co 处 奇 点 还 有 一 个 变性 点 ， 即 卫 。， 了 了 了, 之 一 走向 处 时 ， 与 
一 co 处 奇 点 相 和 重合， 然后 再 分 开 以 便 改变 性 质 ， 这 条 变性 RE 
(2.19), | | 
ME, RT Pi 变性 线 (2.13)(2.14)(2.15) 之 外 ,了 :的 变性 
线 (2.16) 及 (2.17) ，P 了 ,, 卫 ,的 变性 线 (2.18) (2.19)，ce 奇 点 之 
变性 线 (2.22)( 及 (2.19)) 将 (ew*, 外 参数 平面 划分 为 十 块 ， 我 们 得 
到 十 种 不 同 的 拓扑 结构 ， 这 十 块 区 域 的 标号 用 罗马 数字 工 到 X 作 
为 标号 。 标 号 的 原则 是 ， 按 7 小 的 排 在 前 面 。 具体 排 法 是 : 


e 142。 


在 1<< 一 2 区 中 ， 以 2 二 1 上 的 点 的 ! 从 小 到 大 ， HIA I 
至 V 区 。 El>-2XH, Lai=0.1 上 的 点 的 /从 小 到 大 排列 
为 页 到 X 区 。 

总 结 可 得 

定理 2.5 具有 三 阶 细 焦 斥 的 (了 ,) 的 自然 扩展 系统 (63) 可 
以 化 为 


E 04 lwt Dar +2, 
de o (2.8%) 
Gp 0 +aw+(3145)2), 
其 中 O0>0, 2a+241%0, a(51+6)-3(1+1D2(142)%0. 由 
1 一 一 2， | (2.16) 
2542 +12(14+2)=0, (2.17) 
3a*—1(14+2)=0, (2.18) 
1(31+5)?—a*(151+24)=0, (2.19) 
¿=5000 + [25(21+5)24+ 90(21+5) —27]a* 
“十 4(21 十 5)2 一 0， | (2.22) 


将 参数 (az，1) 平面 分 割 为 十 区 ， 每 区 的 系统 的 七 个 奇 点 P= 
1,2,…,7) 组 成 的 组 的 性 质 各 不 相同 ， 具 体 地 有 


区 号 FO O A 


pu 
Fo) 


2a 4+ 14-2=0 FEMXH) HR 


CNMSNS, 
a (51 +6) -3(14+ 1)(142)=0 对 于 :>0 有 三 个 1 值 ，! 
最 小 的 一 支 在 区 中 ， 奇 点 组 为 
CNNSSNS, 
LAIASA MZA, JAAK 
CSSSNNN, 
全 局 情况 见 (c 1) 参 数 平面 图 (图 4 )，。 


$4. 【区 的 研究 
对 于 锅 尔 伯 特 第 16 问题 而 言 , I 工区 是 最 重要 的 区 域 。 这 区 的 
特点 是 ， (五 :) 具有 一 个 三 阶 细 焦 点 P,(0,0), 以 及 唯一 的 一 个 实 
cof A Ps, 
M= r+ lu? + 5auzr+2?, 


(2.8) 
=u +au+ (31+5)0), 


d 
条 件 为 
4=5000*+ [25(21+5)*4+ 90(21+5) —27]a* 
+4(21+5)3<0 (2.23) 
LRa>, 
由 4=0 可 解 出 
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一 


a? ==, 1108—(5(21+5) +9) + 


十 (5r27 于 5) 二 1 (5(27 十 5) 二 9)5 ] . 
当 (5(271 二 5) 一 1)(5(271 十 5) 一 9)<0, a 为 复数 , 故 只 有 (5(27 十 
5) 一 1)(5(27 十 5) 一 9) 之 0， 即 
5(214+5)>9 3 5(214+5)<1, 
mM 5(21+5)>9 时 ，a%<0 ， 故 只 要 研究 
5(214+5)<1, BH 1 委 一 2.4。 
在 -2.5< 1< 一 2.4 中 过 有 两 正 实 根 。 
一 一 2.4 有 一 重 实 根 。 
7 一 一 2.5 有 wz 一 0 及 a*=0.054, 
1 过 一 2.5 M] a? 只 有 一 正 实 根 


a? == 600 1108—(5(21+5) +9) 


+vV(5(21+5) —-1)(5(214+5) —-9)?]. 
下 面 要 验证 ,在 4<0 中 ,没有 变性 线 (2.14),(2.15),(2.16)， 
(2.17), (2.18),(2.19)。 其 推导 次 序 为 ， 由 4<<0 推 出 
2502:+ 12(142)<0, 
即 排除 (2.17)。 由 此 不 等 式 推出 
24? +2+1<0, 
1 一 一 2， 
3a? —1(14+2)<0. 
这 便 排 除了 (2.14)。， (2.16) 及 (2.18)。 
由 最 后 两 式 导 出 | 
1(314+-5)? —a? (1514 24)<0, 
这 便 排除 了 (2.19)。 由 最 后 一 式 导 出 
a? (5146) —3(1+ 1)? (14 2)>0, 
这 便 排 除了 (2.15)。 


œ 146 + 


下 面 依 次 进行 推导 ; 
0>4=[204* +E (2l 十 5)21[25az +12(1+2)] 
+ETA(S14 8)? +198] + [4(21+5)*], 


250 +12(1+42)= + . 


[204* +-¿(21+5)*] 
«(A-E [4(5148)* +198] —[4(21+5)*] }<0 (4<0), 
故 
SS 
由 此 


25 1 
2 2 8 — — 2 
2a? +2+1<2a E <0, 


1 一 一 2 一 20 一 一 2，1 十 2 一 0。 
3a? —1(142)< -5S1 +2) 1(142) 


14 ， 
=> 55(14+2)— (1+2) <0. 


由 < 一 2， 故 一 (154 +24)>0, 
1(31+5)2 —a? (154 +24) 


<WH31+5) — (151424) 1(1+2) 


=1(21+3)} <0,  (1<-2), 

这 样 ， 在 工区 中 ， 奇 点 没有 变性 问题 。 

ERKA FOFOfFfESff. 

在 实 域 中 已 经 证 明 : 

定理 ”无 切 直线 到 :1+au 十 (31 十 5)z 一 0 将 平面 分 为 左上 半 
平面 和 右 下 半 平 面 。 左 上 半 平 面 中 有 一 个 粗 焦点 P,(0,1)， 它 是 
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不 稳定 的 ， 以 及 在 co 处 的 半 个 鞍点 ， 它 的 分 界线 向 外 走出 ， A 
此 ， 在 左上 半 平 面 有 a 个 极限 环 ， 
2 一 采 数 之 1。 
右 下 半 平 面 中 有 一 个 不 稳定 的 三 阶 细 焦 点 P1(0,0)， 以 及 在 oo 处 
的 半 个 蒂 点 ， 它 的 分 界线 走向 奇 点 ， 因 此 在 右 下 半 平 面 有 6 个 极 
限 环 ， 
B= 偶数 之 0. 
总 的 极限 环 数 为 
N =a+ 6 二 奇数 之 1。 
现在 我 们 将 从 复 域 中 进一步 证 明 。 
定理 2.6 EMI PIM AA Poo AA j 
a=1, B=0, N=1, 
证 明 将 (2.8) 自 然 扩 展 为 复 系统 (0.80 我 们 来 看 极限 环 的 


HS EN, 
在 TI 区 中 ， 将 ao->0， 则 由 4<0， 故 有 
| 4(214+5)*<0, 
即 i< 2.5, 
由 此 得 系统 


-一 一 2 十 Ho 十 22 (14 (3145)2), 
1 一 一 2.5. 
则 七 个 奇 点 为 : 
CCnn EnD, 
所 有 的 积分 曲面 均 过 Ps 及 P. 
当 & 由 0 变 为 非 零 ， 仍 在 工区 中 ， 则 奇 点 组 变 为 ; 
PORO, f, f, Sff. 
这 里 已 ,, 忆 ,由 % 变 为 六 ， 因 此 ， 与 Ps 及 P, 相 联 的 曲面 。 仍然 
保持 与 Ps、P, 相 联 ， 
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但 是 ， 现 在 发 生 一 个 质变 ， 即 % 没 有 孤立 极限 曲面 ， 而 有 
孤立 极限 曲面 ， 这 样 、 最 多 有 两 张 孤 立 极限 曲面 过 己 , 。 已 知 当 
极限 环 与 焦点 相 联 时 ， 必 为 孤立 极限 曲面 ， 这 样 我 们 就 可 以 由 焦 
点 的 孤立 极限 曲面 来 追踪 实 极限 环 ， 也 可 以 作 实 极限 环 来 找 它 
的 “ 根 ”。 

现在 ， 已 知 ax0 EH, o=H48>1, RM O, ERRE 
极限 环 从 何 处 产生 。 

首先 ， 当 a 关 0 时 ， 在 焦点 Ps 附近， 孤立 极限 积分 曲面 的 
方程 可 以 用 (w 一 ws) 及 (一 zs) 的 赛 级 数 展开 求 得 

F=A(w—ws)+B(2-2:)+-", 


即 由 
aF 
求 出 ， 这 里 在 Ps 附近 ， 
Law ws) tel- 
LD y (0) HeC) 
a—A 8 
二 0 ， 入 二 入 ,入 2。 
Y G 一 人 
特别 有 
A y aò 
B -aa B” 
当 a>0 时 


中 /-—3(142) m__ 1 
ww NEO) 27% 3145? 


a>a =2 140, B>B0=(3147)2f, 
y>y 0 =0, 5> O=(31+5)w, 
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A >A =a =u, > =00 =(314-5)wP, 


对 于 和 则 当 @->0 


2,40 MO PSL (+5) /—3(1+2) 
B Bw gu gu (31+7) 六 
对 于 A 则 a>0 
A AW y (0) 0 


BOBO TIPP AR 
故 可 取 4(9 一 0，B6o 关 0 。 亦 即 出 现 对 于 ja ， 当 a0, 
F> FO=B Oz =z) +- =0, 
H — J m 当 ->0， 积分 曲面 族 为 
F (wz; 1) ==conste [1+ (31+45)2]4P, 


21 


k(l) sip" 


1 
H . == 2 — . aeo 2 
F (wsz; l)=u 0175? + 


2(143)_ 
T2145) AE: 


AU 
(214+5)(149-5) 
当 1 HERRN, kA) 为 无 理 数 ， 

1+ (31 十 5)2 一 (31 十 5)(z 一 29)， 
由 此 ， 当 了 为 无 理 数 ，const 关 ce 0 时 ,这 个 通 解 不 能 展 为 ( 忆 一 
we)，(z 一 2 人 ) 的 震级 数 。 因 此 ， 要 成 为 寡 级 数 , 则 只 有 const = 
co, 0, JFE | 


十 z+ 


F (w,z;1)=0 
和 
F,(w,231)=0, 
结论 是 ， 当 ;为 无 理 数 时 ， 极限 环 如 果 存 在 ， MY a>0, 
极限 环 的 位 置 赵 于 | | 
F (wyz;b)=0 
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F (w,z,0)=0, 
1 2(14+3) Y 
F (u, £; b )=u? 一 145 (7 s ESN 


2(1+1)( +3) _o 


ty 


这 个 曲线 的 图 形 有 显 苦 变化 ; 
当 1 汪 一 2.5， 它 是 双 曲 线 ; 
当 -2.5>1>-3), BATH; 
当 —-3>1>-5, EXE P,C0,0) 69RA ; 
当 —5>l, ERE P,C0, 1) 的 椭圆 。 
另 一 方面 ， 当 (ww? ,1) 在 I 工区 中 ，Q@* >0 时 ， 固定 ， 则 极限 
环 有 极限 位 置 绕 尸 :(0,1)， 并且 对 /是 连续 的 。 由 此 可知 ， 只 
有 
F (w,231)=14 (3145)2=0 
是 极限 环 所 在 曲面 的 极限 位 置 ， 亦 即 
F (u,r;l)=1+ (31 45)x=0 
是 极限 环 当 1 HAE, 0 的 极限 位 置 。 亦 是 可 以 得 到 当 ! 固定 ， 
% 由 0 变 成 非 零 ， 但 在 I 工区 中 时 ， 则 一 个 极限 环 由 4 二 0 时 的 奇 
环 跳出 并 且 是 绕 P,(0,1) 的 ， 它 相应 于 入 = 和 的 孤立 极限 曲面 。 
而 相应 于 A= 的 孤立 极限 曲面 ， 既 不 能 形成 绕 了 1(0,0) 的 极限 
环 ， 因 为 8 = 偶数 ， 又 不 能 形成 绕 了 『,(0,1) 的 极限 环 ， 因 为 a = 
奇数 ， 已 经 有 由 和 一 jz 来 的 一 个 环 了 . 于是， 即 可 得 到 极限 环 只 
由 和 一， 而 来 ， 并 由 奇 环 跳出 来 BFAS 不 产生 极限 环 ， 从 
而 
a=1, B=0, N=a+ B=1, 
定理 2.6 证 毕 。 
在 工区 中 之 (ay) 的 系统 利用 计算 机 计算 极限 环 时 ， 都 得 到 
» l5le 


很 大 的 环 。 

另 一 个 证 法 是 ， 在 实 域 中 ， 从 u=0, 2] 点 出 发 的 执 
线 ， 当 #-> 十 cc， 趋 于 极限 环 ; MEER 14004 (3145)2=0 
当 a> 时 ， 趋 于 奇 环 ， 这 便 是 极限 位 置 . 


由 于 通过 上 :万 的 了,f 出 现 极 限 环 ， 因 此 有 必要 对 过 焦点 
的 两 极限 曲面 ， 作 进一步 的 研究 ， 


E lu24-bauxr+ 12 


E (14 au+(314+5)0) 
a>0, 4(a2,1)<0, 
图 5 | 区 全 局 轨 线 示意 图 


下 面 我 们 将 证 明 一 个 有 关 套 环 的 定理 . 


定理 2.7 在 I 区 中 过 全， 的 两 极限 曲面 不 能 形成 相 套 的 极 
限 环 . 
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证 明 用 反 证 法 。 如 果 对 某 组 参数 (a,1) it Pa 的 两 孤立 极 
限 曲 面 形成 套 环 ， 即 两 个 极限 环 相 套 ， 则 通过 实 系 统 (Lo) 的 A 
量 场 的 旋转 ， 可 使 这 两 个 极限 环 重 合 ， 从 而 使 这 两 个 极限 曲面 重 
合 ， 亦 即使 Ps 的 特征 根 重合 。 具 体 计 算 如 下 : 
在 P:(wsyzs) 附 近 的 一 次 近似 为 
E=W— UWz 7 一 2 一 23。 


dE 


-Fr =(2lw, +5az;)E+(-— 1+5aw, 十 22 )7 十 … 
Eaton ODDE Ort 
利用 1 十 @ws 十 (314-5)2¿=0, 又 可 化 为 
d 


aT = (2 lw, + 5023)5 + (Baws + (314 9)23)9+>> 


| a =aw:€ + (344 5)w37 + +... 
作 疝 量 场 实 旋转 @， 则 得 系统 : 
di ds —=[(2 10, + 5423) cosh 一 — wws sin0]£+ 


+ [CGaw, + (31 +7)2,) 0080 —(31 +5)0sim019+ ---» 
A = [ (2s + 5azs) sin0 + aw, cos] E+ 


+ [(6aw,+(31+7)25) sin0 + (314 5)w,0080]9 十 … 
为 简化 计 ， 又 写成 


| dr 
-r =C(0,0,1)E+D(0,a,)9+-: 
则 特征 方程 
| > [=x —(4+ DA+(ADEC)=0 


要 有 重 根 ， 即 要 取 实 的 4 使 
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A=( A+ D) -—4(AD-BO)=(A—-D) 44BC=0, 
将 4,B,0,D 之 表达 形式 代入 ， 则 可 得 
á= cos20[{( +5) + 24a? pw? + {2al — 22a} W:Zg 

+ 254? 21] + cos sinb [{50al + 50a} wi + (301? 

+1001+70+50a*) wz + {3021 + 700}22] 

+ sin? 0[ (49a? —241? — 401 w3 

+4(—18a1 —2a}w,Za + {912 +421 + 49)22] =0, 
现在 ， 将 


w 342143) 4 (314 5)43(1 (142) — 3a? Jt 
3 [i(31 +5)? —a? (157 +24)] 


3a? —1(31+5)—a1/3(1(1+2)-3a2) 4 
[1(31+5)? —a (1514 24)] 


23 
RAS, M 
[1(314+5)* —a? (151 +24)]? 4 
=c0820[E, +5 ,43(1(14+2)—3a?) ] 
+ cosOsind0[E,+ ih, 3(1(1+2)—3a2) ] 
+ sin? 0 [E +54 3(1(1+2) —3a?) ]=0, 
XE, Ej¡=E,(a,1), F¡=2F,/(4,1) Ea 的 实 系数 多 项 式 。 
将 实 部 与 虚 部 分 离 ， 即 有 
E,cos?9+ E,cos € Sin0 十 五 ,sin20 一 0， 
F,cos?0+ F cos Y sinf + F¿sin?0=0, 
这 两 式 要 有 共同 的 0 ， 则 必须 行列 式 
E, E, E, 0 
0 
Ta D= pp NT ": 
0 F, F, F, 
这 个 消去 式 了 (ca 7) Eol 的 实 系数 多 项 式 。 
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我 们 首先 验证 J (a, 1) 去 0。 例 如 验证 J 了 (1, —10) #0. E 
命 <& 一 1, /一 一 10 mM 


_ 51425231 4 __ 247+v 231 4 


s 6124 ”3 6124  ?” 

E = —5714000, F,=-—124192, 

E,=64282000, F,=11938000, 

E,=309966952, F= — 3605496, 

E cos? 0+ E, cos sinl + Esin? 0 =0 
的 两 根 cotb 一 一 3.,64，14.89。( 精 确 到 小 数 2 位 ) 。 然 而 

Fcos:0+ F,cosô sinl -+ F¿sint0 =0 

的 两 根 cot =0.30, 95.82, CARME 241). AE, KAJ 
程 没 有 公 根 。 由 此 不 存在 实 4 的 向 量 场 旋 转 ， 使 入 = 二。 

“J (4,1) 才 0, 因 此 它 是 代数 曲线 。 但 是 由 了 , 的 两 孤立 极限 曲 
面 形成 的 套 环 ， 在 参数 (a, DIRNET. DIEM, CE, 
外) 参数 平面 上 可 有 一 个 开 域 ， 因 此 不 是 代数 曲线 J as 1) =0 所 可 
以 充满 的 ， 这 是 一 个 矛盾 。 这 个 矛盾 否决 了 由 P, 69 PA ak M Z 
限 曲 面 形成 套 环 的 可 能 性 。 定 理 2.7 证 毕 。 


$5. 其 它 区 的 研究 
从 工区 过 渡 到 工区 ， 这 时 的 情形 只 有 吕 奇 点 由 一 个 变 为 三 
个 。 这 时 ， 由 % 二 %。 的 孤立 极限 曲面 所 形成 的 极限 环 有 可 能 与 无 
限 远 处 的 两 个 鞍点 相遇 ， 形 成 奇 环 。 因 此 
axl, B=0, N=a+B<1, 
这 时 的 控制 奇 点 组 仍 为 (P,P 了) 为 (f,f)， 
由 工区 向 五 区 过 渡 , 其 区 别 为 P,(0,1) 由 焦点 了 变 成 结 点 NV. 
这 时 ， 绕 P,(0,1) 的 极限 环 不 再 存在 ， 即 
a=0, B=0, N=a+B8=0, 
这 时 的 控制 奇 点 组 仍 为 (Ps,P,)， 为 (f,f)， 
e 155 。 


注意 ， 在 上 述 过 渡 时 ， 无 切 直线 
L: 1+0u+(31+45)]2=0 

仍然 保持 无 切 性 。 因 此 ， 两 半 平 面 仍 可 各 上 自 研究 。 

由 于 区 向 人 区 过 渡 ， 其 区 别 在 于 Ps PL HE TA 重合 后 
变 为 实 裔 点， 再 分 开 为 结 点 和 鞍点 ， 即 

(f,f) -一 ( 鞍 结 氮 ) —(N,Ó), 

原来 由 (六 力 控制 的 曲面 过 渡 到 由 (入 ,2) 控 制 。 由 第 三 篇 定理 
2.8 知道 ， 实 曲线 除 与 癌 相 联 的 一 条 外 ， 均 与 祥 通 过 复 曲面 相 
联 ， 由 此 知 不 产生 实 极 限 环 。 

下 面 从 


光一 alta, AE =u(14 (31+5)7) (2.10) 


出 发 ， 在 —5/3>1>-2 中 ， 奇 点 组 为 
O,S,N,N,S,N,S. 
控制 奇 点 组 为 (PssP,)， HCN, N). 
Y4 440, 5H31(2.8), MARAKI 
FOS,N,N,S,N,S, 
这 里 PSP, MARA» MES "ARTERIA 因此 ， 
EV 区 中 不 存在 实 极限 环 。 

由 区 向 到 区 过 渡 ， 只 是 Ps 与 Ps 重合 , 再 分 解 为 卫 。 及 Ps. 
这 时 奇 点 由 但 与 5 重合， 再 分 解 为 信 与 入。 因此 除 过 了 了 (5) 的 积 
分 曲线 外 ， 其 他 实 积分 曲线 仍 由 Pe Ps EIN, NA) EM 
区 也 不 出 现 极 限 环 。 

EV AV EE) AH P, 与 P, 重合 ,再 分 解 为 PP, 与 了 ,> 
AAHS N 重合 ， 再 分 解 为 W,S 。 BP, 鞍点 的 积分 曲线 
外 ， 其 他 实 积 分 曲线 均 通 过 复 曲 面 与 P: AP 相 联 系 ， 即 仍 与 
N,N 相 联系 ， 故 也 不 出 现实 极限 环 。 

FEA 
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y z+ lutat, Pl+ 3+5)z), (2.10) 
—5/3<1<0, 
的 奇 点 组 
CIS), S, S, N, N,N 


出 发 ， 所 有 积分 曲面 过 oe 处 三 个 结 点 之 一 。 事实 上 ， P,, Po, Pr 
每 个 点 有 一 张 特 殊 曲 面 外 ， 其 他 所 有 的 积分 曲面 均 过 这 三 点 。 
X w 夫 0， 即 进入 钼 区， 则 奇 点 组 化 为 
FS,S,S,N,N,N., | 
A, PoPoP MATER, 所 有 实 积分 曲线 均 通过 复 曲 
面 与 这 三 点 相 联 ， 因 此 ， 也 不 出 现实 极限 环 。 
HUIXAXKi:, 即 Ps 5 P, 重合 后 再 分 开 为 P,P 
这 时 即 8,W 重合 再 分 为 W,S。 这 样 除 过 PP。 的 一 条 积分 曲线 外 ， 
其 他 的 实 积分 曲线 均 与 PPP, 三 个 实 结 点 相 联系 ， 因 此 ， 也 不 
产生 实 极限 环 。 


由 
Pt hy, TU (14 (31+5)8), 0<1, (2.10) 


RAE C)8 nn NS, N 4%», Py EP, 为 控制 奇 点 组 > 为 


nn, 
XAN, 1>0, tk 


| 1 1 _2(143) Y 
F (u, 2; b) yrl” a] 


2(14+1)(4+3) o 
(145)? | 
为 双 曲 线 ; 这 个 双 曲 线 在 cc 处 的 “ 根 ” 在 卫 。 及 卫 ， MNN. 
六 (os23T)=T (3 十 5)2 一 0 
这 一 直线 在 上 述 双 曲线 的 两 支 之 间 ， 因 为 
F,(u,r¿1)=0 5 F,(u,r;b)=0 


+ 
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的 交点 为 虑 点 
37(07 十 2) ， 1 


ETE TES 


4040, BAXE, MAMA 
| FÈ S, faf N, SN. 
控制 奇 点 组 为 卫 ;,; 卫 : ， 这 时 为 f,f、 
但 是 FE, (WT; 1)=0 这 一 直线 所 形成 的 奇 环 ， 由 于 Fott; 
1) =0 这 两 支 双 曲线 的 限制 ， 不 能 收缩 成 极限 环 ， 因 为 ， XER 
HRA “WR” AP. EP RNN 点 ， 了 ,为 S$， 也 排除 极限 环 
绕 了 上 上: 。 故 X 区 无 极限 环 。 


总 结 可 得 
定理 2.8 具有 三 阶 细 焦 点 的 (五 ,) 的 结构 分 为 十 区 telas, 
DE ERAN EA AT. 


E1XH, a=1, 8=0, N=1, 

EIKE, a<1, 8=0, NKL; 

ERP, a=0, 8=0, N=0, 
EZ) N<l, H5 N=1 时, a=1,6=0, 


$6. 通 解 的 解析 表达 形式 
在 一 个 焦点 或 结 点 附近 ， 在 一 百年 前 ， 已 有 庇 加 莱 等 人 的 通 
解 表 达 形 式 
F, F400nst, 


4 即 在 此 奇 点 的 示 性 数 一 入/ 和。 


F,=0 及 万 ,=0 过 此 奇 点 。 
对 于 高 阶 焦点 ， 在 其 附近 我 们 已 有 
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erp| e357 + > da (OË )*) |=const, 


这 里 


M=-i+ > CL (DÈ), 


=v+iz+ Y SN Omnwvizt, 
N 


Nz=2 j+i= 
M=:i+ > C (OD), 


B=w—is+ YN P Owizt. 
N 


N=3 jfa 
现在 ， 我 们 将 从 事 全 局 性 的 研究 。 先 由 工区 开始 ， 这 时 所 有 
的 四 个 有 限 奇 点 都 是 焦点 ， 因 此 每 点 附近 均 可 写 出 下 面 要 研究 的 
全 局 的 表达 形式 。 | 
首先 由 =0 出 发 ， 这 时 已 有 通 解 的 表达 形式 为 


F (w,2; EF (Cw, 2; L) TEO = const. 


或 写成 
[F,(0,2,1)] r F, lw, z; 1) =conx. 
这 里 记 
=y 2 4+3) 
F (w,z;1)=uw? 317 5* + OTFSIUTED) 
2(14+3) a 
tiary h, (2; D))(w+h,(2,0)) 
=0Dy3,(0,2,1)D,¿(0,250), 
其 中 


qe f t p 41+3) 2(+3) 
TER (2145145) TELE5) ILE) 
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Ds (Ws Ys 1)==w — h, (2; b), 
DBy¿(w,231)=w+h, (2; b), 


TA A pe 


这 里 记号 表明 ， 通 解 由 三 张 曲面 
| F (wz; b)=0, D,,(0,2;1)=0, D¿¿(w,2:1)=0 
所 组 成 .其 中 F,=0 与 D,=03 F P,¡F,=0 与 $4s 二 0 交 于 P,. 
为 符号 的 统一 计 ， 也 有 
D,y=F,, BD, =P, 
MDP, 50:32 F Po Bi 与 Da ZF Pa 


现在 通 解 
PF (wz) =0, (0,2,1)D,,(0,21)[F,(00,2; ame 
= const 
之 任何 函数 


(SF (w,2,1)) =const o 
也 是 通 解 。 为 了 表示 出 卫 ; 及 P, BRAEM, 可 将 通 解 写成 三 
个 表示 的 乘积 ， 即 


KF a Del rg eon aoo] 

XLF (wm,2:1) $ (0,1,1)1” [F (w,z;1)]=const. 
BATA, 点 的 性 质 , 第 二 个 因子 表示 经 过 三， 的 性 
质 ， 第 三 个 因子 即 经 过 P。 与 P, 的 性 质 。 

这 个 表示 中 出 现 了 七 张 特殊 的 曲面 。 

FG (w,2,1)—F(0,0,1)=0, EJ 
Fw, DLF, Cu,23 ID F,(0,0,1)1.F,(0,0, DIE 1) 
即 Foe) FeO 0 DLP.03 1] ! [F (wz; 1)39=0 


als 4(1 +3) 2(143) 
AED] 


+ 
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AAA + 1+5) =0. 
故 可 分 解 为 
(w+ h2¿(2))(w0—h,(2))=0 

两 个 因子 ， 亦 即 得 到 两 张 特殊 曲面 过 已 , 点 。 

同 理 | 

F wsz; b) [EF Cwsg; b)] EO — F (0,1;1) 
[,(0,1,1)]-*0=0 

也 可 分 解 为 两 个 因子 ， 亦 即 得 到 两 张 特殊 曲面 过 三 , 点。 

至 于 第 三 个 因子 ， 则 表示 过 Ps 及 已 , 的 特殊 曲面 ， 过 每 点 
有 两 张 ， 但 有 一 张 是 两 点 共同 的 、 因 此 只 有 三 张 曲面 。 

因此 ， 总 共 七 张 曲 面 ， 其 中 只 有 一 张 是 实 系数 的 , 即 PF, Co, 
234)==1 十 (34 十 5)z 二 0， 其 他 六 张 均 是 复 系数 的 ， 但 成 为 三 组 ， 
RAAK HARE HA 

下 面 将 a#0， 仍 在 工区 中 ， 则 四 个 奇 点 

CO, Nn, nm 

PSOE, fofo 
这 时 三 个 因子 分 别 变 化 ， 第 一 个 因子 化 为 

(50) “lr yr 3 4.(0,:8,,1), 
第 二 因子 化 为 

DinDi, 
第 三 个 因子 化 为 
F Di Dh. 

这 里 D,=05 D,=0 ALP, MARR, ARA, D= 
0 及 P,=0 为 过 P, MRR, Aa o 为 P, 的 两 特征 
Es As 及 A, J Pi R P, Gita, 
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注意 到 F,=0 是 绕 P, 的 极限 环 ， 因 此 ， 也 有 F,=D,,D,, 
ôi 的 表达 式 ， 结 论 是 
定理 2.10 对 于 I 工区 中 的 (8,) 系 统 ， 其 通 解 可 以 写成 
D., ir, 1 sadi n Jra 
Ls) expj 一 eg + 2%, (P,P) Y 


x| oada] x| 7/04 Dh |=const. 


这 里 的 函数 的 变量 为 (yz)， 参 量 为 (六 0%)。 

EE, const =0, cotf, 三 因子 脱 开 ， 第 一 因子 得 到 
D,,=0, 0,,=0 两 张 孤 立 极限 曲面 。 第 二 因子 得 到 D,,=0,D,,= 
0 两 张 孤 立 极限 曲面 。 第 三 因子 得 到 F,=0,0,,=0, 6,,=0 三 张 
孤立 极限 曲面 。 

现在 ， 从 工区 到 其 他 区 的 扩展 ， 可 以 发 生 的 变化 是 ， 由 工区 
HEK, F,=0 可 能 与 co 处 的 鞍点 相 联 ， 破 坏 了 实 极 限 环 。 但 是 

Fi=aF (wv,2;l,a) 
这 一 因子 仍 存 在 ，。 | 
E KAME, M As, 与 和 RAR EN P, H 
政变 成 N， | 

由 下 区 向 到 区 过 渡 ， 则 4, 与 A, 由 复数 变 成 实数 ， 并 出 现 
一 负 一 正 ， 即 了 了; 与 了, 由 了 ,了 f ERNS, 

由 人 区 向 V 区 过 疲 ， 即 Ay FTE, wP HNES. EGP, 
P, Mii F,=0, 

4NVXAVXIR, Dd 4,25, Pa PiN, S 
ES,N, 

由 V 区 向 证 区 过 渡 ， 即 hps 25, EP, HNZ3E6, 

由 证 区 向 姬 区 过 渡 ， 即 A ES), EP, BANES. 

EMI XX Xi, BN A 变 号 ， 使 Ps HSEN, 

EXXAXK3IRE, A 54 由 实 变 复 。 
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总 之 ， 这 一 表达 形式 ， 对 于 工区 到 X 区 均 适 用 ， 但 方 次 Azis 
A229 13) AL 在 变化 。 

注意 , 当 了 了 ?一 0 时 , A21=Az2 为 实数 ， AÁ; 5 A, 也 为 实数 ， 即 
P,P PP, WACC nin, 
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第 三 章 二 次 系统 的 一 般 情形 


$I. 二 次 系统 的 极限 环 数 不 超过 四 个 
定理 3.1 实 系数 二 次 系统 | 


di X Cut) (E,) 


de yr 
q U2 7) > di 


. 的 极限 环 数 不 超过 四 个 ， 用 记号 有 
N(2D<14. 
”证 明 用 反 证 法 。 设 有 某 一 特殊 系数 的 〈 豆 :) 其 有 五 个 或 五 
个 以 上 的 极限 环 ， 我 们 将 导出 矛盾 . 
由 于 二 次 系统 最 多 有 两 串 极限 环 ， 一 般 有 极限 环 数 
N=a+A. 
HER NSS, Wa KR PBABEDE PRA 3 个 或 3 个 以 上 的 
RRA. 将 这 一 串 极限 环 的 中 心 的 焦点 作为 原点 。 另 一 串 环 的 中 
心 的 焦点 放 在 z 轴 上 ， 则 这 个 特殊 的 ( 吾 ) 可 以 写成 下 面 的 典型 形 
式 


> + iut lu + (Sar sjur+nz?, 

de 8(1 +n)+ | 3.2) 
n)+8 

O taut (3t +5np He ts) ). 


这 里 含有 六 个 任意 参数 1， a,n, ð, E, 1. FA POORNE 
+. 1640. 


少 有 三 个 极 RA ARPLO, ATAR. 如果 


只 有 一 串 极 限 环 ， 则 P: 可 取 其 他 任何 奇 点 代 之 ; 如 果 没 有 其 他 
奇 点 ， 则 取 m 一 0。 注 意 到 wm 一 0 2 n+0 的 极限 情形 ， 因 此 可 以 
先 研究 一 般 的 %n#0 的 情形 ， 再 取 极 限 。 当 然 也 可 对 mw 一 0 的 情形 
直接 验证 ， 情 况 更 简单 .我 们 现在 研究 wz0 的 一 般 情形 ， 则 可 
将 % 化 为 1， 即 有 下 列 形式 


“LC 一 X 十 和 wu 十 ji2 + (5a+ 8) urs+ x 


dé 
(3.2) 
O tout (31454 DEE) E z). 
这 样 取 定 的 优点 在 于 ， 当 X 一 :一 8 一 0 时 系统 化 为 
ON uo a+ lu? +5 +s, o 
Sii o | > (3.3) 
o e 4 owt (31+5)2). 
这 便 是 前 一 章 其 有 三 阶 细 焦 点 的 ( 百 ,) 的 一 般 形式 。 


”现在 设 我 们 已 经 有 一 个 系统 (3.2) 在 原点 了,(0，0) 之 周 团 至 
少 有 三 个 极限 环 ， 则 我 们 用 和 二 6 二 6 二 0 的 系数 变动 ， 将 系 统 中 
的 三 个 极限 环 收入 原点 P,(0，0), 则 根据 前 章 已 经 证 明 的 结论 ， 
即 (3.3) 最 多 有 一 个 极限 环 ， 并 且 只 能 出 现在 P,(0，1) 的 周围， 
这 个 极限 环 还 在 有 限 复 焦点 处 有 “ 根 ”. 系统 (3.3) 的 一 般 解 析 
表达 式 ， 已 知 为 七 张 特殊 曲面 所 构成 ， 有 如 下 形式 ; 


(8B) er l-aar t A ana 
x[ 0," ba) x [FB 04 |=0onst. 


当 我 们 将 6 , s ,入 相继 由 等 变 为 小 数 时 ， 可 以 相继 跳出 三 个 极限 
环 ， 由 此 一 般 解 析 表 达 式 化 为 
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Ai Aig %1 As , Aa $ 一 ， , y 2 ”, 
| (oa Ds ye Py E, Cap Ti Ly Ca (DaDa | 
To Ag Ago Ya r á; 4; 
Xj Pa d 22 j 入 | F, Qar Pa |=const. (3.4) 


这 里 有 10 张 特殊 曲面 ， 即 四 个 实 极限 环 所 产生 的 四 张 实 系数 
曲面 1,0, (3=1,2,3,4), ANIKA ABE E D,,,D,,,D,,, 
Por Por) Pres CAI. RARE AA. CAIRA 
的 弧 立 极限 曲面 不 产生 实 极限 环 ， 了 ,及 了, ABRAN, F,=0 
可 能 产生 极限 环 ， 多 ss 二 0 及 D¿=0 也 已 证 不 产生 实 极 限 环 ， 当 
P, EP ZHE, F,=0, Dz,=0, 人 D$,, 二 0 通过 实 奇 点 ， 
而 实 极限 环 上 不 应 有 实 奇 点 ， 由 此 也 不 产生 实 极 限 环 . 由 此 可 知 
最 多 可 能 由 了) 二 0 (I= 二 1,2, 3,，4) 产 生 四 个 极限 环 . 在 参数 变动 
时 ， F,=0, 了 ,一 0， 了 ,二 0 可 能 通过 重合 而 变 成 复 系 数 的 曲面 ， 
并 县 不 产生 实 的 极限 环 。 但 它们 的 因子 在 表达 式 中 仍然 存在 . 
上 面 的 讨论 ， 对 于 小 参数 和 ,6 , s 是 成 立 的 . 但 是 表达 形式 
的 解析 性 质 在 参数 空间 中 的 一 个 开 区 域 成 立 ， 则 根据 解 对 于 参数 
的 解析 依赖 关系 , 解 的 一 般 形式 也 可 以 解析 拓展 到 其 他 的 参数 域 . 
由 此 即 知 这 个 表达 式 最 多 产生 四 个 实 的 极限 环 。 定理 3.1 证 毕 。 
由 此 可 见 ， 假 设 有 五 个 极限 环 ， 仍 然 要 导出 不 超过 四 个 极限 
环 。 | 


$2. 有 四 个 极限 环 的 二 次 系统 必 为 (1.3) 结 构 


定理 3.2 ”具有 四 个 极限 环 的 实 系数 二 次 系统 的 极限 环 必然 
是 三 个 成 溃 及 一 个 单独 的 结构 ， 简 称 (1，3) 结 构 . 用 记号 可 守成 
(1) 二 (1 一 1 一 1) . 
证 明 ” 设 某 一 实 系数 的 二 次 系统 有 四 个 极限 环 、 即 
4=N=a+B, a>0, B>0. 
这 里 从 逻辑 上 到 三 种 可 能 的 组 合 ， 即 
。166 ， 
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(1, 3), (2, 2), (0, 4). 

现在 必须 排除 后 面 两 种 的 存在 性 ， 证 明 是 用 反 证 法 . 

首先 排除 (0， 妇 的 可 能 性 . 

设 某 个 二 次 系统 具有 四 个 极限 环 F =0 (j=1,2,3, 4) 成 为 
一 串 , 则 将 其 中 三 个 收缩 到 焦点 ,得 到 三 阶 细 焦 点 ， 这 时 知 另 一 个 
五 ,一 0 必 通 过 复 焦 点 Ps 与 已 ,， 将 系统 的 参数 还 原 到 原状 ， 这 时 
F, =0 仍然 有 根 在 也 ,与 Pi. 这 样 ， 在 了 ,二 0 内 的 第 一 个 环 设 
为 Ff,=0, 在 F ,=0 及 4 一 0 之 间 ， 在 实 平面 有 积分 曲 线 以 两 
个 为 极限 ， 这 些 积分 曲线 所 拓展 的 积分 曲面 也 都 与 P,P 相 联 ， 
因为 f=0 与 P, 及 P, 通过 积分 曲面 相 联 . 这 样 ， 作为 极限 也， 
一 0 也 应 当 与 P, K P, 相 联 ， Ti F:i=0 也 应 为 过 大。 及 了 4 的 
一 张 浙 立 极限 积分 曲面 . 但 是 ， 我 们 已 知 过 Ps 的 两 张 孤 立 极限 
积分 曲面 不 能 形成 套 环 ， 由 此 可 知 二 次 系统 不 存在 (0，4) 结 构 ， 
O 下面 还 需要 排除 (2，2) 结 构 。 | 

用 反 证 法 . 设 某 个 二 次 系统 的 极限 环 具有 (2，2) 结 构 ， 则 可 
将 这 两 个 焦点 放 在 (0，0) 及 (0，1) 位 置 . 系统 可 化 为 


二 —a+ d+ lu? + muste, 
(3.5) 


a£ 2 
gg utan + buz. 


我 们 将 每 串 极限 环 内 部 的 一 个 极限 环 收缩 到 焦点 ， 形 成 两 个 一 阶 
细 焦 点 ， 即 

V.(P)=A=0, 

V.(P,)=m=0. 
这 样 得 到 系统 


du 
di —gz+ lu +2, 
(3.6) 


dz z 
TÍ u+tau? + buz, 
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用 附录 三 中 的 一 般 公 式 ， 可 以 算出 
y (POS —a(b+21)7%0, 


_a(b+2)) 


注意 到 在 卫 : 处 的 雅 可 比 
| 2lw q. — 1 
| | 14 2a+ br Las 7 P 1465 0 |， 
TABA (145), P: 六 焦点 的 条 件 应 为 
—(l1-+6)>0, (3.7) 
白 此 可 见 
a? (+217 
VPV Pr > (3.3) 
FEP, 5 PL, 的 稳定 性 是 同 号 的 。 
我 们 现在 的 方法 类 似 于 研究 三 阶 细 焦点 的 情形 ， 即 先 找 可 以 
完全 积分 的 中 心 类 型 ， 然 后 再 回 到 有 两 个 一 阶 细 焦 点 的 情形 。 
方法 仍然 是 命 4 二 0， 这 时 系统 (3.6) 化 为 


a+ lat, E=au(14 60), (3.9) 


这 里 含有 两 个 参数 (6，7)。 
系统 (3.9) 可 以 有 完全 的 显 式 积分 


F uy, 1)=C[F,(u, Mm], (3.10) 
012 1 2 
F luy £) =u tag) 0+0) 
2(2 +0) +b) 
+ (6-21) 20) (1+ bx) + p71 
F (us 2)=1+4+0bx, (3.11) 
_ 27 
=> 
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ERAF +0,12 成 立 ， 当 六 一 0,1,2 时 还 有 对 数 或 指数 项 。 


由 条 件 (3.7) 知 6 之 一 1. 
P, MP, 是 实 中 心 。 


P, 及 也， 的 坐标 为 

当 1 之 0，P。 及 P, 为 实 奇 点 ， pe RIKE 
点 

当 1<0，P, 及 P, 为 复 奇 点 ， 4 一 -全 <0， 故 为 复 结 
点 


P, 相当 于 1+6x=0 上 的 co 点 。 
命 u=» s= A 


1 2, 2(2+0) 
+ aq c+ tan +07) 


(145) 


ED ore t ECTO, (3.12) 


要 研究 Pe 的 性 质 , ALARMA A 在 1 一 0 


及 ! 一 5。 
由 于 06<< 一 1<0， 故 


当 1>0， 则 2) (E (E))<0, 故 Pe 为 实 结 


当 0>1>6 时 ,号 (2 一 全 )>>0， 故 P ARRA. 
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4 6>, WASS ARO, KP NEA 


«e 


=D 


PLE P,， 当 二 0， 由 方程 左 方 为 零 ， 有 
1+ ys =0, 
| a=ivb-1, 
RH >L P, R P, RAE 0>6>1, 有 2 Ao, 


故 为 实 这 点 。 
而 当 6<l, Pe RP, HARA, 2450, WP, RP, Y 


复 结 点 。 
由 此 可 见 ， 在 8 过 一 1 区 中 ， 由 1=0 K i= 将 区 域 分 为 三 
区 ， 按 了 由 大 到 小 的 次 序 分 别 用 工 , 工 , 亚 记 它 们 ， 则 可 有 下 面 的 


K: 


Y 点 组 控制 组 


I b<-—1, ISOIOOSSNn mn ¡(P¿P¿P.)=(Nmmn) 
TI b<-—1,0>5>b COnnsSnan (P,P,)= (nm) 
mM ib<-—1l, b>Il|COCnnNSS (P,P,)= (nm) 


PATEAR AAA) MA hmad NAZ—. HER PA 
统 (3.9) 也 是 具有 强 有 根性 的 系统 。 
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LL 


-3 


d=m=a4=09. (1b) XNK E 


TE(CCSSNan) 


-> 一 


IE(CCnnSnn ) 


VE({CConNSS) 


E 6 


—2 
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下 面 让 @ 由 0 EAFF, MER, RALA TERA 
组 
来 自 区 号 | FAA | BA 


FOFOUSSNFf| (PsPeP,))=(NF fF) 
FOFOFFfSFffF (PP)=(f f) 
FOFDFfENIES (PSPO=(F f) 


H Eam 


在 来 自 I 区 的 系统 ， 所 有 积分 曲面 均 过 奇 点 (入 ff 了) 组 ， 
这 时 Pe EP 各 有 一 张 孤 立 极 限 积分 曲面 (注意 处 有 一 根 是 
¿=0). 因此 ， 最 多 可 能 产生 一 个 实 极限 环 。 事实 上 ， 也 确 有 实 
例 ， 例 如 系统 

-9 一 一 2 士 22 十 2 


a =w(1+w-22), 
这 相当 于 d=m=0, a=n=1, l=2,.6=-2, 这 时 存在 唯一 的 
极限 环绕 .P,(0，0) 点 . 

总 之 ， 由 工区 出 发 的 系统 ， 只 要 奇 点 组 的 性 质保 持 ， 则 

N<l. 
由 工区 出 发 的 系统 ， 由 于 Po PASAR) FEA 
1 十 ou 十 DZ 一 0 

仍 为 无 切线 ， 这 样 完 全 可 以 利用 奇 点 的 稳定 与 不 稳定 性 ， 如 同 具 
有 三 阶 细 焦 点 的 区 域 工 中 的 证 法 ， 可 以 证 明 一 定 有 一 个 ， 并 且 只 
有 一 个 极限 环 .例如 系统 


d 
-yr =W(1+w— 3z) 。 
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CCSSNan [R 
d=m=0, 
a=0, n=1, 
b=-—?2,1=2, 

dw 


一 一 一 = — 2 
Ti T+ lui, 


a 
Gr =u(l— 2s), 


T 


图 
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FU)FOISSNfÍ 


d=m=0, n=1 
i=2, b=-—2, a=1 


dw 


lu Cde, 


== =—2+2w242g2 


dT 


Az 
ar 


人 = 
LES 


E 


=w(1+w-22). 


(一 一 1 4143289 


FID2F(IDJAFS17 
(1)+(0) 


(2)+(1) 
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Í 


4 SA 
VAAN 


(如 2) 的 (1,3) 结 构 全 局 示意 图 
《由 工区 变 出 ) 


图 10 
(由 工区 变 出 ) 


VA 


这 相当 于 d=m=0, a=n=1, 一 一 1 二 一 3， 刚 有 且 只 有 一 
个 极限 环 ， 它 绕 Pa, 

由 十 区 出 发 的 系统 ， 由 于 co 处 有 三 个 奇 点 ， 因此 实 极限 环 可 
能 遇 到 ce 处 的 两 个 著 点 ， 变 成 琳 环 ， 正 如 具有 三 阶 细 焦 点 的 二 次 
系统 在 下 区 中 的 情形 ， 由 此 即 知客 委 1. 

12 RA (3.6) 最 多 UNER ABBA. ANA Mik 
uE, De EN 
(2, 1) 的 可 能 性 ， aies 即 排除 了 (2， 2) 结 Tete. 
“结论 是 ， 当 二 次 系统 具有 四 个 极限 环 时 ， 必 为 (1，3) 结 构 . 
定理 3.2 证 毕 . 

注意 (1，3) 结 构 还 有 两 种 ， 即 oo 奇 点 为 一 实 及 三 实 两 类 . 


33. 可 能 性 的 实现 


上 面 证 明 二 次 系统 最 多 只 能 有 四 个 极限 环 、 并 且 排 除了 (0， 
4) 和 (2，2) 的 可 能 性 ， 至 于 其 它 各 种 可 能 性 ， 则 均 可 用 具体 的 数 
值 实例 加 以 实现 ， 下 面 是 具体 实例 的 表 : 

对 于 二 次 系统 

9 g+ iut lu? +a(5+ 8)ur+ nz, 


de 
GU +04 au? + (314504 8(1+m)+0)uz, 


则 极限 环 总 数 仿 和 分 别 的 a 及 局 可 经 过 六 个 参数 1，%，n， 和 ， 
89 6 的 适当 选取 来 加 以 实现 ， 具 体 有 
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NapB lan 3 8 A 
000 -311 0 0 0 
101 —3 11 10-113 0 0 
202 -3 11 107118 10-508 0 
303 —3 11 10-113 10750 1071556 
110 -611 0 0 o 
211 —6 11 —10-103 0 0 
312 -6 11 — 10-108 — 10-487 0 
413 —6 11 —1(7108 — 10-487 — 1071498 

由 此 得 到 
定理 3.3 所 有 0 委 o 委 1，0 委 8 入 3 的 组 合 8 种 均 可 以 具体 
实现 。 


上 表 是 素 进 水 设计 程序 并 进行 计算 的 。 
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附录 一 (EE2 ) 全 参数 的 焦点 量 公式 
DEPS 计算 结果 


BAM IZ ESA 


| 对 于 (了 如 ,) 的 焦点 量 公式 的 推导 ， 刘 尊 全 、 秦 朝 斌 设计 了 一 套 
程序 DEPS (Differential Equation Program System), pE 
HA. 计算 过 程 如 下 ; 设 有 | 


dE oyt Aet S aj yl 
di EE ¡A de ? 


jy , (Ex) 
| di ++ 之 | buy. 
要 求 函 数 
F(z, p=} tyt $ F.E y), 


F CZy yY) = A, fits 
使 得 | | 
dF 9F dx, 9F dy 


-Á A A A ar 


dt ox di Oy dt 
=A C +y) + Ar, y) + (ty) + 
之 低 次 项 尽 可 能 变 零 ， 求 入 ，ajs，bis 满足 的 条 件 。 
显然 ， 要 二 次 项 为 零 ， 必 须 入 ==0， 在 此 条 件 下 ， 一 定 有 了。 
EG: HF, UR F, Ë 
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G,=V t, 

其 中 六 是 0 及 bys RR. 
当 入 = 二 六 二 0， 则 一 定 可 以 求 出 五, 及 了 ,使 Gs 二 =0， 及 Gs 一 
V so. | 

RRA V, =A, VaV gro) Varo 使 当 它 们 为 零 时 ， 
其 后 之 上; 均 便 等 于 零 ， 这 便 是 所 要 求 的 焦点 量 公 yR, UR 焦点 
最 高 阶 数 4 ， 

REEF, HI, 刘 尊 全 得 到 具有 七 个 参量 的 E) 的 焦 
点 量 的 公式 ( 除 一 个 正常 数 的 因子 ) 如 下 ; 


方程 具体 写成 : 
y+ s+ (Ly -L+ L,+L, + Lo)2y+ La ， 


Y et Lyt Lat 2l Lst Ls— - Lory -Lh Ea. 
具有 L— L, 七 个 独立 参数 ， 则 除 一 一 个 下 常数 办 于 外 ， 有 


V, =L, 
:= 和 
Y, = (14 项 )=( 如 表 所 示 ) 


ViP s= 
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项 数 
LILIiL| Lr, | LL, | L 
5 1 6 1 2 1 
6 2 2 | 1 1 
7 6 1 1 1 1 
8 -16 1 1 2 
9 — 5 1 | 1 2 
1 0 4 2 1 |. 1 
11 — 6 1 2 1 
1 2 一 15 1 1 2 
1 3 一 4 3 | 1 
14 1 5 1 3 
V, =(43 项 ) 一 《如 下 表 所 示 ) 
Vu=Va=V 1=0 
方 次 
项 数 系 数 - — ~ 
L, | LIL IL. L| L | L, 
1 0 1 2] 1 2 
2 0 1 2 2 1 
3 2 1 1 | 1 3 
4 6 1 11 | 3 1 
5 0 1 2 2 1 
6 0 1 3 2 
7 5 1 1 2 2 
8 5 1 2 3 


9 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
T 
8 
9 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
T 
8 
9 
0 
1 
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Vi-Va=Ve=Y,=0 


方 次 
LL Ls 
2 
2 |1]| 1 
4 
3 
2 
1j 2 
1 | 
1 
1 | 1 
2 
1 


万 | E, 
3 | 1 

2 
1 | 1 
2 | 1 
3 | 1 
2 | 1 
4 | 1 
2 | 3 
2 | 2 
3 | 1 
3 | 2 
3 | 3 
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附录 二 DELCPS 计算 结果 


ES 


由 高 阶 焦点 跳出 一 族 相 套 的 极限 环 的 方法 已 由 秦 元 勋 、 洽 富 
全 所 提出 . 
方法 实质 以 下 方程 为 例 . 给 定 方程 组 


Y 2Iy+ gr, 


Y= 一 和 一 (1+ 8)22 —2ty +y’. 


由 附录 一 之 公式 可 以 算出 《 除 一 正常 数 因 子 外 ) 
V=0, 下 :一 8 V,=-—T7(l+8). 
当 s=0, MV, ,=V,=0, V¿=-7<O0; 
当 0<s<1, mM V,=0, V¿>0, 
由 此 ， 当 8 由 0 变 为 小 正 数 ， 则 焦点 附近 可 跳出 一 个 极限 


具体 可 对 s=0 作出 
F (£, y)= (72+ y?) 


+ (3 lay" Y )+ yt +40) 


8 4 12 
+ ( — g” qa y? _ 4x4? — Bryt Y 
116, 14, 184 ，，58 a, 286  ， 
+( 18 tI? Y 327Y Ag Y + 5), 


e 184.» 


使 


dF) 140e yan | 
zi pm = licae +oe)+(z，9)， 


(2 y). RRRD NKE. 


当 $+0 时 ， 有 | ， 
dF, — 14 8 8 _ Or, “ 
-一 ge +y + al £ 9 l+ (2, Y)r. 

其 次 对 8s 关 0 作出 


F(T, yY) = (2 +y") 


使 得 


dF, 2.041,14 
而 gE ty) 


+ (Fea 十 8)05 + 每 sz4g 一 (12+ 可 8e 十 283]zagp 


E ejas (orge). 


d 

先 确定 F,=c,» 使 f, .-0 <0, 
Fi=xc 

次 确定 0<s<1， 使 "5 | <0, 
了 F,=0 

次 确定 F= C, q HE >00, 
Es =cs 

具体 有 o- e=107, 
d d 
T <o HT >0, 
Fi=107 25 | ry=107 115 
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Miré, =107% E P,=1005 之 间 存 在 极限 环 ， 
现 对 于 一 般 系 统 
du 


g Itiu lu? +0 (54 8)urt+ ns, 


IE u +AT- au + (31+5n+ (1+n)8+8)%u, 
由 附录 一 的 公式 可 有 《 除 一 正常 因子 外 ) 


V,=A, 
V, = — a6, 
A==0 
V, =ae (5 + 6) (5a? (51+ 6n + la +ne)— (l +n)?» 
1=8=9 
"(314 6n4+ ls+mn8)), 
V, | = —a(2a? +2n? + ln) (54? (51+6n) 
A=j=8=( 


—(U+n)2(31+6n)), 


MAURIS, ðs ARA, 1EV/V¿<0, V¿V¿<0O, FV, 
<0, 从 而 保证 胱 出 三 个 极限 环 ， 
具体 有 下 面 两 例 : 
例 1 a=1, l=-—3, n=1, mE 
g=107118, $=107508, A=1071568, 
使 得 四 个 圆 半 径 依 次 为 
R,=107*, R,=107*?7, R¿=10753, R,=1071082 
之 间 出 现 三 个 极限 环 ， 
具体 作法 有 
太一 ( 空 十 她 ) 十 (428 十 622g 十 698) + (3023y + 1591) 
+ ( — 5815 — 301ty+ 50234 — 1902y? — 28y5) 
+ ( — 8402y + 435214? — 636288 | 


e 186 » 


38, 7 十 - 84028 y 


1155. , 445. 
yt 3 Y (El 
+ 6847%y? — 122107443 — 3000x344 +8769x%y9 + me 


ES 


+ (vy 36939.0%P + 10398455 y2 十 一 六 


30633, 
2 
+ 306911%y5 + 47570%%y* + ay 十 285% ys )， 


dF 30 0 | 
di Fi=10™ 3% =| +) Hed EAC) 
+, Ye), L0. 
= (14 y) +. l 


A Jerry (orde y ) 


+ (G0+80)my (Sate’ a+ (Cs 全) ) 


oo 14, 4 


+( CS T Jer | 
+e es e 28+ oe oy o 

+ (( -840—4178 — ot y 
AU sE. + zo st Josy i 


z` 
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一 1155 _ _217 ， 31 。 5 +) 2 4 
+ (= 3238 378 y8 g8 TY 
+(-¿-Zet -Be lay" 


+(- 445 —ate+ 21 go + 8550 y 1 oy), 


则 
ar 11 9 
di Fi107 225 =[(8+ Le? + +50) +y) +C). 
十 (…) 入 十 (2, 97] ase > 
取 
Fy=(2%4 y?) 
2 Ary A ¿y? 
+((4+ 3 e Jas +6z*y+ (6 ot e y ) 
jara 
+3 sry + (15— 86+ Jo + fle- -285+ $ e Ju), 
则 有 ~ 
dF 
Ji Fo=10- 1034 =| -4 -7 0 (1 + y? HAC .) 
l + (T, Ws | ,0 <0: 
最 后 取 
F _=%+yY, 

则 

dF, 

di Fe=10 3125 =| 24(2*+ 92) + (XL, Y), | >0. 


例 2 a=1,，1= 一 6, n=1, MATE 
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g8=-—10710%, ¿= —107487, ¿=-—1071408, 
使 得 四 个 圆 半径 依次 为 
R,=10718, R=, R,=1074%%, R,=1071502 
之 间 依 次 出 现 三 个 极限 环 . 
具体 作法 见 原 文 ， 在 此 不 再 多 述 。 
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附录 三 ”四维 空 间 中 的 二 维 曲 面 的 
计算 机 处 理 法 


TE 
复 系统 : 
A=W, 2), =Z 2) (E) 
W=U+ 40, 2=2X+ ùy 
的 积分 曲面 族 


= F(w, 2)=const 
是 四 维 实 空 间 (w，%，ZY，2g) 中 的 二 维 曲 面 族 ， 如何 计算 这 些 二 维 
曲面 ， 下 面 是 一 种 方法 . 
EX aT =e*dr, r>0, 0 实数 (mod27). 


u CESA 
dw =e W ( dz _ 19% Cap 
de 一 Wy 2), dr ` (wsz). 
将 0 固定 ， 将 实 部 和 虚 部 分 开 ， 得 到 四 维 实 方程 组 
u U Cus V, £} Y) 
g Y V Cus, v, £, y) 
一 — E, 
i zx X Cu, 0, %, y) Lo) 
Y Y (u, Y, 2%, y) 0 。 


过 任何 一 个 非 奇 点 的 初始 圳 二 和 = (w, gO) = ugo, 
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LO YN) 固定 0 方向 ,对 7 积分 ， 得 到 一 条 四 维 空间 中 的 一 维 曲 
Bs MICPO, OLE. 进一步 将 0 由 0 变 到 2r, 则 {( 忆 20)} 
的 全 体 便 构 成 过 二 "点 的 二 维 积分 曲面 . 

例 由 实 系 统 


Wo — £4 bu? + Daut +r? , 


=u + aut (3145)2), 
自然 扩展 为 复 系 统 


= — z+ la? aw +22, 


w+ awt (31452), 
EX dT=¿"dy=(0080+ ¿sind)dr. 
有 
bu (一 ?十 lu? — Lo? + Bar — 5auy+2* —y*) cos 0 
—(y+2luv+4 50Uy + 5492 + 219) sin 0, | 
T- (a+ Lu? 一 lot + 5aur — 5avy+ T? — y?) sing 
十 (一 09 十 27eo 十 5cety 十 5ao 亿 十 224) cos0, 

F= (u+ aut ant (314 5)ux— (314 5)vy) cos0 
— (v+ 2auv+ (314 5)uy+ (31 十 5)22) sinó, 
U=(u+ au? ao + (314 5)uz— (S1+5)04) sinó 
+ (v+ 24494 (314 5)uy+4 (314 5)0x) eosó. 


由 这 组 方程 便 可 以 扫描 出 四 维 空间 中 的 二 维 曲 面 . 
为 了 计算 具体 化 ， 取 a 一 0.4，! 一 一 3. 
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已 知 这 个 系统 有 两 个 实 焦点 在 P,(0,0), P,C0, 1), ARR 
环绕 Ps， 并 已 知 极限 环 均 应 穿 过 了, 及 P, 的 联 线段 .因此 下 面 
着 重 研究 初 值 PORE 
wuo=0, 0< zO <1 
一 段 上 之 点 . | 
”进一步 取 9== 志 ， 以 便 曲 线 离开 实 平面 ， 则 经 计算 ， 发 现 这 


些 曲 线 都 到 达 P,(w,，2)， 这 里 了 ,是 (如 *) 系 统 的 一 个 复 焦点 . 
P $ 
—2+ 1024 5002 + 22=0, 
l+aw+(314+5)2=0 
联 立 解 出 ， 得 Ps(ws， 2H Pilw z4). 


3c(21 二 3) 十 (31 二 5)v Jar—31(1+2) 


Mem TIF) a (18142 > 


z _3 aè 13145) Fa gar TT 
| e (31 +5)? —ar (151424) ° 

计算 结果 见 附 图 (图 16 一 17)， 可 以 称 AS R” E 
u=0=y=0, 0<Z<1 上 之 点 出 发 ， 由 0 一 了 的 方向 ， 可 以 用 计 
算 机 追寻 出 过 这 些 点 的 曲面 的 “ 根 ”在 已 ,点 . 

如 果 取 ”<0， A MARRAREN A 
P.. | 
故 Ps 及 了, 均 为 曲面 族 的 “ 根 ”. 


这 样 ， 具 有 两 个 实 焦点 (其 中 一 个 为 三 阶 细 焦 点 ) 的 (至 ,) 的 极 
限 环 的 有 根性 便 被 发 现 了 。 其 根 即 在 两 有 限 复 奇 点 处 、 


. 1920 


有 根 定 理 的 发 现 
A =*(aw+de + c)+(w24+22-—1), 
de 
ar =-w(aw+b2+0c), 
f we=—0.6+40.8, 
24=1,2+:40,4, 


光平 而 
w 一 0 


a=1, b=-2, 0=3, 


| dT=ei fdr 


B3 
“一 2 


*。 193 + 


e 194 + 


14 


15 


a 


ds 


| 寻 “ 根 ”图 
dw 


> a M 


AT z+iw?+5awz + 22, 


<= w(1+aw+(31+5)2), 
a=0D,4, (=-—3, 


_3.6-4/4T,.654__ _á 248, 
w= 44 64 0.081 —:0. 


¿=11.52-0.4/T.85 5 


—0.268—40.025. 
jagd =0.25810 


0.5 


2 平面 


í aT =e! 9dr , paro. 
0 一 可 ， COLI. 
0<<Y<< oo 
1,0 
| 
y =o 
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0,1 0 2 
on z 
0.1 o 
(0) 
z =,9 
to) 
, z=0.7 
220,1 | 
il 20.5 
ü). 
2-03 
W © 
-0.3 
wy hi 
图 17 
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